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Elastischer StoB.

Von F. AUERBACH.

Allgemeines. Wenn zwei Kadrper bei ihrer Bewegung miteinander in Be-
rihrung kommen, so tritt eine Reihe von Erscheinungen auf, welche man als
die Erscheinungen des Stobes zusammenfaBt Bestimmend fir sie sind die
Massen der beiden Ko&rper, ihre Geschwindigkeiten vor dem Stofe nach GréBe
und Richtung, ihre Elastizitits- und zuweilen auch ihre Reibungsverhiltnisse,
endlich die Lage und Beschaffenheit der Berlhrungsstellen. Zu ermitteln sind
einmal die Geschwindigkeiten nach dem StoBe, wiederum nach GrBBe und Rich-
tung, und zweitens die Vorginge und Begleiterscheinungen wihrend der Berthrung
selbst (StoBzeit, StoBflache, StoBtiefe, Erwirmung, Schall, dauernde Deforma-
tion u. s. w.). DBei Beschrinkung auf den ersten Punkt kann man schon durch
elementare Betrachtungen zu Ergebnissen gelangen; diese sind aber nur in ge-
wissen Spezialfillen erfahrungsgemiB streng richtig, in anderen sind sie es nur
naherungsweise, in noch anderen endlich werden sie durch die Beobachtungen
widerlegt. Alsdann, und ebenso wenn es sich um Probleme der zweiten Klasse
handelt, muB die hohere Elastizititstheorie zugrunde gelegt werden, die jedoch
ebenfalls, ihrem heutigen Stande nach, die Beobachtung nur in einigen Fillen
befriedigend wiedergibt.

Man unterscheidet zunichst den zentralen StoB, bei dem im Moment
der Bertthrung die StoBrichtung, d. h. die Verbindungslinie der Schwerpunkte
der beiden Eorper, auf der Tangentialebene senkrecht steht, von dem exzen-
trischen StoBe, bei dem entweder nur eine oder keine der beiden von den
Schwerpunkten nach der Berfthrungsstelle gezogenen Linien auf der Tangential-
ebene senkrecht steht. Bei zwei homogenen Kugeln z. B. ist jeder StoB zentral,
bei Ellipsoiden nur, wenn die Berfihrung an den Enden der Achsen stattindet w. s.w.
Zweitens unterscheidet man den geraden StoB, bei dem die vor dem Stofie
stattindenden Bewegungsrichtungen gemeinschaftlich in die Stofrichtung fallen,
von dem schiefen Stofle, wo eine oder beide Bewegungsrichtungen mit der
StoBrichtung einen Winkel bilden. Beim schiefen exzentrischen StoBe konnen
dabei noch wverschiedene Moglichkeiten eintreten, auf die jedoch hier nicht
niher eingegangen werden kann. Drittens hat man den Stof auf einen freien,
auf einen drehbaren oder auf einen festen Ké&rper bezw. zwischen solchen
zu unterscheiden. Endlich werden die Erscheinungen kompliziert, wenn dis
stofenden K&rper vor dem StoBe auBler der fortschreitenden auch noch eine
drehende (rollende oder kreiselnde) Bewegung haben.
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Gerader szenmtraler S8toB. Hier verliuft die ganze Erscheinung in einer
Linie, und es handelt sich nur darum, bei gegebenen Massen m, und m, der
Korper K| und K (die man sich der Anschaulichkeit halber als Kugeln wvor-
stellen kann) und gegebenen Geschwindigkeiten ¢, und ¢, vor dem StoBe die
Geschwindigkeiten », und s, nach demselben zu ermitteln. Hierzu kdnnen nach
Wahl verschiedene Prinzipien der Mechanik dienen. Wihlt man das der Gleich-
heit von Wirkung und Gegenwirkung (Prinzip 9, p. 224), so argumentiert man
folgendermaBen: Wahrend der Berfihrung fibt jeder der beiden Kodrper auf den
anderen einen Druck aus, und nach dem obigen Prinzip sind diese beiden Drucke
gleich und entgegengesetzt. Folglich werden auch die Wirkungen, die sie hervor-
bringen, gleich und entgegengesetzt sein; jede dieser Wirkungen besteht nun in
einer Geschwindigkeitsinderung (v, — ¢; bezw. ”;"“IL also in einer
der Bewegungsgrofe (p. 43)° Man erhalt also

my (o — ) = my ey — )
oder auch
(1) m &+ myey =m v | m o, =const .

Wiahlt man das Prinzip von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes
(Prinzip 13, p. 226), so hat man fir Ort und Geschwindigkeit des Schwerpunktes
von .E'i und E' vor dem StoBe, also auch nach ihm:

my x, + myx,

x = ’ also un:—m'r‘+m'c'u”‘”1+"'ﬂ'
m, + my mty - g m + my

also wieder wie oben. In Worten besagt diese Gleichung: Die Summe der
Bewegungsgriben beider Kérper wird durch den StoB nicht gefindert
Hiermit hat man gber nur eine einzige Bestimmungsgleichung fir die beiden ge-
suchten GriBen r, und »,, und es kSunen folglich unendlich viele verschiedene
Falle eintreten. Welcher von ihnen eintritt, hingt von der Elastizitit des Materials
von K| und X ab. Die beiden hier mbglichen &uBersten Falle sind diejenigen
vollig unelastischer und vollkommen elastischer Korper.
: a) Unelastischer StoB. Der Druck der K&rper aufeinander deformiern
diese, ohne eine innere Gegenkraft wachzurufen; es wird also ein vdlliger Aus-
gleich sowohl des Druckes als der Geschwindigkeiten stattfinden, die relative
Geschwindigkeit der Korper gegeneinander, die vor dem StoBe ¢ — ¢, betrug,
ist nach ihm null geworden, und die Korper werden sich gemeinsam (ohne sich
wieder zu trennen), mit gleicher Geschwindigkeit fortbewegen, namlich mit der
Geschwindigkeit

(2) Y=y =rp=;=

my 6 + myoy
W1+N|

Stofen also z. B. zwei Kugeln von gleicher Masse mit gleichen, entgegen-
gesetzten Geschwindigkeiten aufeinander (m, = my, ¢, = = ¢), oder stoBen zwei

| Die mechanische Theorie des Stoles ist, pachdem die schon 30 Jahre vorber vom dem
Prager Arzte Mamc Marcl aufgestellten Geselze fast unbekannt gebliehen waren, fast gleich-
reitig 1668 infolge einer Preisfrage der Londoner Aksdemie von HUYGENS (De moti corporum
ex percussione), Wartis (Opera 1. 1013: De percussione) und WEREN entwickelt und in den
Trans, Roy. Soc. 1. zuerst verSffentlicht. — Bald darauf hat auch NewTon die Stolitheorie
entwickelt (Philos. nat. prine. math., Einleitung); weiterhin lieferten Evier, Kansten, Muscoxs-
BROEK, MAUPERTUIS, LAMBERT u. A. Beitrige, vgl. die historische Abhandlung von E. GELCIcR,
Zischr, f. Math. u. Phys. (hist. Abtg.) 33. 41. 81. 1888, — Die Anwendung anf das Billard-
spiel gaben MuscRENBROEK und — weil vollstindiger — v, Corionis, Théorie math, des effets
du jew de billard, Paris 1335. Die nevere Literatur s w. u.
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Kugeln von verschiedenen Massen mit entgegengesetzten, ihren Massen umgekehrt
proportionalen Geschwindigkeiten aufeinander (m, ¢, = — m, ¢,), so kommen sie
zum Stillstand. StoBen zwei Kugeln von gleichen Massen mit verschiedenen
Geschwindigkeiten aufeinander, so bewegen sie sich mit dem arithmetischen Mittel
der Geschwindigkeiten weiter. Da der StoB die unelastischen Ebrper teils erwirmt,
teils dauernd deformiert, so leistet er Arbeit; ein Teil der kinetischen Energie
mub also verloren gehen, und zwar findet man diesen Verlust

e s T
e (6 —a)* .

Der Verlust an kinetischer Energie ist also einerseits einer reinen
Fupktion der Massen, andererseits einer reinen Funktion der Geschwindigkeiten,
riimlich dem Quadrat ihrer Differenz proportional; genauer: er ist gleich der kine-
tischen Energie einer Kugel, deren
reziproke Masse die Summe der
reziproken Kugelmassen und deren
Geschwindigkeit die Differenz der
Kugelgeschwindigkeiten ist Der
verhfltnismaBige Verlust an
kinetischer Energie endlich hingt
nur von dem Verhilmis § der
beiden Massen und dem Ver-
hiltnis ¢ der beiden Geschwin-
digkeiten ab und ist gleich

(11—
©  aFaue+®

Da diese Formel von eigen- .
timlichem Charakter ist, sind
einige Werte in der folgenden 8
Tabelle zusammengestellt, und -4 -9 - ? !
in der Figur 254 veranschaulicht; —  Torhlitniz dor baliden Gesshusindighution.
in der Tabelle sind in der Figor 254.
obersten Horizontalreihe die Ge-
schwindigkeits-, in der linken Vertikalreihe die Massenverhaltnisse angegeben, in
den dbrigen die zugehodrigen Energieverluste in Prozenten:

1 1 1
§{'1‘1'+“|‘:’]_§{”1+m::""=§

f

= Enerpiecerlusi in Prog,

| -8 ] -2 -t | —3i-¢[ -1 0 | & | ¢ | 1

1 | 80 ' so | 100 96 80 68 | 50 26 10 0
3 | se Tl 96| 98 88 | 60 81 11 0
2 | o6 | e | e | 9 100 | 98 | 6 | 8 | 1 | 0
s || 48 ‘ b4 7 | 89 | 98 | o9 | 75 | 85 | 1 0
4 I 84 42 84 80 | 90 | 100 | 80 | B8 10 0
10 ” 18 | 20 33 51 | 59 86 o1 | T2 1 0

1

In der Figur stellt jede Eurve den Energieverlust als Funktion des Ge-
schwindigkeitsverhiltnisses dar, die verschiedenen Kurven beziehen sich auf die
verschiedenen Massenverhdltnisse. Wie man sieht, sind die Kurven stark un-
symmetrisch, wod das Maximum ist desto steiler und desto weiter nach rechts
verschoben, je verschiedener die Massen sind. Wenn das Geschwindigkeits-
verhiltnis dem Massenverhiltnis entgegengesetzt reziprok ist, geht die ganze
kinetische Energie verloren, die Kugeln bleiben, sich berithrend, stehen.

b) Elastischer StoB. Hier ist der eigentliche Vorgang des StoBes damit,
daB die beiden Korper ihre relativen Geschwindigkeiten gegen den Schwerpunkt,

Woncetmans, Physik. = Aofl. I 49
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&4 —¢ und ¢ — ¢, einblien, noch nicht beendet, der Druck der Eorper auf-
einander ruft ndmlich deren Elastizitiit wach, und wenn diese eine vollkommene
ist, so treibt sie die Eorper mit dem gleichen, aber entgegengesetzten Drucke
auseinander. Auf jene erste Periode der Berlhrung folgt also eine zweite, in
der die relative Geschwindigkeit jeder der beiden E&rper von null auf den
dem urspriinglichen entgegengesetzten Wert steigt, d. h. auf ¢ — ¢ bezw. ¢ — ¢,
Die absoluten Geschwindigkeiten der Korper vom Augenblicke ihrer Trennung
an sind also

(my —my)e; +2my e
my + my

(my —m)eg+ 2m, ¢
ey 1 =

Dasselbe Resultat erhalt man, wenn man die Gleichungen (1) mit dem Prinzip

von der Erhaltung der kinetischen Energie (Prinzip 15, p. 226), also mit der
Gleichung

n=ctlc—¢q)=

(71‘1

ty=c+(c—¢)=

my 6 omy o = m v omy "’:‘

kombiniert, und umgekehrt findet man auch durch die Gleichungen {4) dieses

Prinzip befriedigt, d. h. den Verlust an kinetischer Energie gleich null. Die

relative Geschwindigkeit nach dem StoBe findet sich: o, — ;= ¢; — ¢, sie ist

also der relativen Geschwindigkeit vor dem StoBe gleich und entgegenpesetzt. Der

Umsatz von BewegungsgroBe ist hiernach in der zweiten Periode ebensogroB

wie in der ersten und im ganzen doppelt so groB wie bei unelastischen Korpern.
Ist m, < m, und ruht einer der Korper vor dem StoBe, so wird:

wenn der schwere stfft, der leichte ruht:

2m, m, — m,
(5a) AT mEm T AT D
wenn der leichte stSBt, der schwere ruht:
m, — m 2m
b o = ~__ 3 ’ = - 1
(5b) - h “1+"‘|c1 Uy m1+m“1

Sind beide Korper in Bewegung, ihre Massen aber gleich, so wird besonders
einfach

(5¢) Tp=1q p=g

die Kugeln prallen also mit vertauschten Geschwindigkeiten auseinander oder,
wie man auch sagen kann, sie verhalten sich so, als ob sie mit unverinderter
Geschwindigkeit durcheinander hindurch gegangen wiren. Stobt z. B. eine Kugel
auf eine gleich schwere ruhende, so gibt sie ihre ganze Geschwindigkeit an
diese ab und kommt selbst zur Ruhe. StoBen zwei gleich schwere Kugeln mit
gleichen, aber entgegengesetzten Geschwindigkeiten aufeinander, so prallen sie mit
unverinderter Geschwindigkeit zuriick.

Unvollkommen elastischer BtoB. In den beiden untersuchten -extremen
Fillen sind, wie man sieht, die Erscheinungen wvillig verschieden, Sie werden
aber vermittelt durch die Erscheinungen beim Stofe unvollkommen elastischer
Ko&rper oder, was im wesentlichen dasselbe ist, bei Stdflen, deren Wirkung die
Elastizitdtsgrenze der Stoffe berschreitet. Die erste Periode der BerQhrung
verlduft dann wieder ebenso wie in den beiden extremen Fillen, in der zweiten
aber erlangen die Kugeln, wenn # ein echter Bruch ist, nur die relativen Ge-



M]'::" !é;.ﬂ Elementare Theorie, 771
schwindigkeiten # (¢ —¢) bezw. #(c — ¢,) wieder, ihre absoluten Geschwindigkeiten
werden also

[ py=cke—¢)= (my — kmg) e, + (1 + E)my e,

©) mt
(my o k) ey + (1 + B m ¢
vy=c 4 kc—g)=
l s (€= g) my + my
Die relative Geschwindigkeit nach dem StoBe wird
(7) ' n—vy=£kg—2q).,

also der ursprilnglichen entgegengesetzt und gleich ihrem #-fachen. Dieser Bruch
heiBt! Restitutionskoeffizient. Fir wollene Kugeln z. B. ist er nach NEwrtox
etwa 0,66, fir gliserne etwa 0,94. Fir £#=0 erhilt man wieder (2), fir
£ =1 wieder (4).

Eine andere Klasse von Zwischenerscheinungen erhiilt man bei dem elastisch-
unelastischen Stofie, d. h. dem StoBe zwischen einem als vollig elastisch und
einem als vdllig unelastisch betrachteten Eé&rper.

Schiefer 8toB. Zu den ZahlengroBen kommen hier noch (Figur 255) die
Winkel A, V, § =@ und F, N, §= e, hinzu, welche die Geschwindigkeiten ¢
und ¢;, und die Winkel O, N, § = @, und O; N, § = ¢,, welche die Geschwindig-
keiten », und v, mit der StoBrichtung bilden (die Komplementwinkel bilden sie

SN

Figur 255.

mit der Berlhrungsebene) Die Wirkung des StoBes erstreckt sich nur auf die
in die StoBrichtung fallenden Komponenten, die man daher nach obigen Formeln
zu behandeln hat; die anderen Komponenten bleiben, wenn keine Reibung vor-
handen ist, unverfindert; schlieBlich hat man wieder die Resultante zu bilden.
Man erhilt auf diese Weise: :

! Thomsow und TaiT, Handbuch der theoretischen Physik. 1. 236.
49*
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a) Fir unelastische Korper, wenn man zur Abkirzung

( my o cosey +mygcosey
m, - m,
setzt:
@) 7, =K'+ sin’e 2, = V&K + ¢¥sin’q,

£, Sin ¢, Sina

tﬂﬂg ?l. - _LTL ’ tang% i Rkt
Die Kugeln trennen sich hiernach im allgemeinen nach dem StoBe wieder;
sie bleiben nur zusammen, wenn o, =up, und ¢, = wird, also wenn die
Anfangsgeschwindigkeiten sich umgekehrt wie die Sious der Anfangsrichtungen
verhalten, oder in dem Spezialfalle m, =m,, ¢ =¢, @ = —a,; im letzteren

gehen die vereinigten Kugeln in der Berhrungsebene weiter. Ruht die zweite
Kugel, 50 ist ¢, =0 und es wird:

m, ¢, cos @, : ¢ sin .
) K="0070 0 = VE g st 7= K, tangg, = 10, anggy =0;
die getroffene Kugel geht also in der StoBrichtung ab, und zwar desto langsamer,
je schiefer sie getroffen wurde.

b) Fiir elastische Kdrper, wenn man zur Abkrzung

f”l_”':}‘lm;":+2“|‘i‘:°3": - (my — m,)c, cosay + 2m, ¢, coser,

K = K
my + my ' my + my *
getzt:
v = 'Fﬁ'i'-i* cl’sin'wl . n.:n'll’ﬂ'l’-l- c"sin’ﬁ
(ro) ¢ sin e ¢, Sin
tang g, = 1 R - -—"___.5.
! X, tang @, K,
For gleiche Massen wird:
oy = 'F;l’sin‘a‘ +qtcostay Ty = ]'"1.‘-'“‘“1 +4'sin’e,
_ 5 sin @ - £, sin a,
tang g, Goosa tang @, qoose,

und wenn auch noch ¢ = ¢, @ = — g, ist, so laufen die Kugeln mit vertauschten
Richtungen weiter. Wenn die gestoBene Kugel vorher ruht, so wird allgemein

K = I:—L — m‘}c,_cm % ; y, = Pﬁi’ +;1’sin’«l ’
(11) ™t
D m, ¢, cOS @, + m
=K, =17 tang @, = —1 1 2
Ty X; ml+m, ’ ® ml_m'mngul . tﬂﬁgp'ln:ﬂ .

Auch hier geht die getroffene Kugel in der Stofrichtung, aber doppelt so
schnell wie die unelastische, fort; insbesondere bei gleichen Massen wird

v,=q¢sine , ©,=¢co8e , tangg =00 , ungép,-:[l ;
die stoBende Kugel geht also in der Berithrungsebene, die gestoBene in der
StoBrichtung, mithin beide rechtwinklig gegeneinander weiter.!

¢) Beim elastisch-unelastischen StoBe und beim StoBe unvollkommen elastischer
Korper treten wieder gewisse mittlere Erscheinungen auf.

1 Etwas andere Formeln entwickelt F. RE, Riv, scient.-indusir, 87. 107. 1895,
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die StoBrichtung zu reduzieren, indem man sie mit den Quadraten der Trigheits-
radien r, und r, multipliziert und (Figur 257) mit den Quadraten der von den
Achsen anf die Stnﬂnchtung- gefillten Lote O, Fi =/ und O, F, = { dividiert.
Sind dann die Winkelgeschwindigkeiten vor dem StoBe g und !,, so sind sie
nach dem Stobe

mr'

wy=g—hhe— *’:&1(1-!-?1”,:&:_,_,,,:;1: '

3
"y

wl'='1+}l”1'sl_'rl"l”1 +ﬂm1r1'f,’+n,r,’f,,

wo fiir unelastische Korper £ = 0, fir vollkommen elastische # = 1, for u_nvul[-
kommen elastische # ein echter Bruch ist. Trifft ein freier Korper auf einen
drehbaren, so sind nur fiir letzteren die bezeichneten Suhatlh.lhunen zu machen,
es wird also

(12)

n=4—(q— 481 +H_——5%

(13) o, 4y® +m,r,

= b= b A

Durch Spezialisierung erhilt man hieraus den StoB eines freien auf einen

drehbaren, ruhenden Ko&rper und
s den Stof eines rotierenden Kborpers
auf einen freien ruhenden.

Exzentrischer BtoB zwischen
freien Kdrpern. Die Wirkungen
des exzentrischen StoBes lassen sich
zusammensetzen aus der Wirkung
eines zentralen StoBes zwischen den
beiden Korpern und der Wirkung,
die ein StoB zwischen ihnem haben
wilrde, wenn sie nur um ihre Schwer-
punkte drehbar wiren; die Dar-

Figur 257. stellung der Formeln wiirde indessen
hier zu weit fthren.

Noch weit verwickelter gestaltet sich.natirlich das ganz allgemeine Problem
des 5StoBes im Raume, da hier zwdlf Geschwindigkeits- und sechs Drehungs-
komponenten in Betracht kommen.

Mitwirkung der Reibung. Bisher ist angenommen worden, daf die beiden
Korper vollkommen glatt sind, so daf die im Berhrungspunkte auftretenden
Widerstandskrifte immer senkrecht stehen auf der gemeinsamen Berithrungsebene.
Es soll nun untersucht werden, wie sich der Vorgang bei rauhen Kdrpern
gestaltet. Dieses Problem ist schon von Poisso¥ in Angriff genommen, von
Corioris verfolgt, aber erst von PHiILIPPS, DArBoUX und RouTH allgemein
behandelt worden. Da die Arbeiten dieser Forscher indessen von wesentlich
mathematischem Charakter sind und das Physikalische des Problems wenig
hervortreten lassen, hat SziLy eine neue Bearbeitung geliefert, von der das
folgende eine kurze Darstellung gibt

Der Einfachheit halber wird der StoB eines rauhen, aber unelastischen
Korpers in der Ebene xy gegen eine zu dieser Ebene normale, ebene Wand x = 0
betrachtet; die anderen Fille lassen sich dann leicht sekundir ableiten. Sind w, o
die Geschwindigkeitskomponenten des Schwerpunktes, @ die Winkelgeschwindigkeit
um die s-Achse, u,, 7,, o, ihre Anfangswerte, sind ferner ;' und & der Normal-
und Tangentialimpuls im Ber@hrungspunkte, & und F dessen Normal-  und
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Tangential (Gleit-)geschwindigkeit, ist endlich % der Reibungskoeffizient und # der
Tragheitsradius, so gelten die Grundgleichungen:
my —u)=N , m(y —g)=F , mi(w— o) =Ny— Fzx ,
)l U=t ryrm V=r—xza0 ,
also durch Kombination, wenn zur Abkiirzung

1 x? 1 xy
d=;(1+ﬁ) ¥ &5—{1+—’) ' F-;-F—=V

Oy=—(+yog) , Vo=19—x0a
gesetzt wird, die Gleichungen:
(15) Uas=U—cF+&N , P=V,+aF—cN

wo 4, §, ¢, U, V, die Konstanten des StoBes sind und N und ¥ rmu ermitteln
sind; ihre Endwerte &, und F, geben die Losung des Problems. Es sind nun,
je nach der Lage des 5Sc.l:rwrm-punukl:v::ﬂ diesseits, in oder jenseits der Normale des
StoBes, drei Fille moglich: ¢ > 0, e =0 und ¢ < 0. Im ersten Falle sind wieder
drei Unterfalle zu unterscheiden, in dem ersten dauert das anfangs bestehende
Gleiten wihrend des ganzen Stofles fort, im zweiten wird es wihrend des StoBes
null und bleibt null, im dritten wird es wihrend des StoBes null, tritt aber noch
wihrend der Stnﬂd;uer wieder auf; der erste Unterfall tritt ein, wenn

Vy af+ ¢
(16) Tﬂ‘-“‘_‘mE'PEq_Fb
ist, wo ¢ der Stoflwinkel ist; seine Gremzwerte ergeben besondere Spezial-
erscheinungen; im zweiten und dritten Unterfalle gilt dieselbe Beziehung mit
dem Zeichen <. Im ersten Unterfalle erhilt man:
O

also, wie es wihrend des Bestehens du Gleitens sein muB, F, = —nN,; im
zweiten Unterfalle dagegen wird:

al,— ¢V, e, —bF,
(t8) M=—gi—a A=—b—a
wie man sieht, ist hier das Ergebnis vollig unabhangig vom Reibungskoeffizienten,
und unter Umstinden aberhaupt identisch mit dem for glatte Korper gltigen.
Im dritten Unterfall endlich erhalt man:

_@n+al,—2en¥, _ (an+ 90— 2bs,
() M= =g ' AT Gntot—ng

hier ist also der Reibungskoeffizient wieder mafigebend, aber es besteht keine
einfache Beziehung zwischen ¥, und F|, es kann sogar das letztere positiv, null
oder negativ sein, und in jedem dieser drei Fille ergeben sich Besonderheiten
des Phinomens. Soweit der erste Hauptfall. Im zweiten, ¢ = 0, hat die Reibung
keinerlei EinfluB auf I, der StoB endigt einfach, wenn U7 = 0 ist, es ist daher
N, = U, [b, und F] ist hiervon das — n fache oder weniger, je nachdem das
Gleiten anhilt oder anfhdrt. Im dritten Hauptfalle ergeben sich ganz ahnliche
Mbsglichkeiten wie im ersten. In dem Sonderfalle U = @, = 0 (senkrechter Stnf)
und 1 =¢[/a wird der Reibungskoeffizient einfluBlos, der Stof erfolgt so wie fur
vollkommen rauhe Korper.

Im vorstehenden ist die Frage so gestellt, daB der geometrische Zustand
des Ké&rpers filr den Anfang als gegebem angesehen und der anfingliche
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mechanische Zustand mit Ricksicht auf eine gewisse, erwartete Bewegung gesucht
wird. Man kann aber auch umgekehrt verfahren, wozu nur eine entsprechende
Analyse der obigen Formeln erforderlich ist; man findet alsdann sehr anschauliche
Resultate; insbesondere ergeben sich als geometrischer Ort fir die die obigen
drei Hauptfille trennenden Schwerpunktslagen gewisse Scharen von Hyperbeln,
deren Brennpunkte und Asymptotenrichtungen durch Beriihrungspunkt, Reibungs-
winkel w s. w. bestimmt sind; in den verschiedenen Fillen liegen diese Hyperbeln
verschieden und desto schiefer, je groBer die Reibung ist. Es muB jedoch an
diesen Andeutungen genfigen; und auch auf die Art und Weise, wie nun aus
dem unelastischen der elastische und aus dem StoBe gegen eine Wand der Zu-
sammenstoB zweier Kdrper abgeleitet wird, kann nicht eingegangen werden.

REsAL geht bei seiner Behandlung des Problems von der folgenden Hypothese
aus: Zieht man von einem Punkte aus drei gerade Linien, die nach Richtung
und Grife die Geschwindigkeiten darstellen, die irgend ein Teilchen eines der
beider E&rper vor und nach dem StoBe, sowie im Augenblick grobter Zusammen-
drickung hat, so liegen ihre Endpunkte in einer geraden Linie. Diese Hypothese
fohrt zu einer Gleichung, die den Verlust an kinetischer Energie als Summe
zweier Glieder darstellt, ein vom Elastizititsgrad (Restitutionskoeffizienten) und ein
von der Reibung abhingiges. Die Folgerungen, die aus der Gleichung gezogen
werden, fihren zu Ergebnissen, die mit den obigen zum Teil nicht vereinbar
sind, z. B. in bezug auf die Richtungskonstanz oder Richtungsinderung der
Reibung wihrend der StoBdauer. :

Endlich ist noch auf eine sehr elegante Arbeit von Maver hinzuweisen, die
sich an die von DarBoux und RouTrH anschliebt und sich die Aufgabe stellt,
die Vorzlige beider miteinander zu vereinigen; insbesondere wird der von Routn
eingefihrte ,darstellende Punkt®, der die Bewegung Schritt fiir Schritt zu verfolgen
erlaubt, beibehalten, und es wird gezeigt, wie er sich verhillt, wenn das Gleiten
fortdavert, momentan aufhfrt oder davernd aufhfrt, d. h. in Rollen 0bergeht
Durch die altere Arbeit von SziLy, die MAYER nicht gekannt zu haben scheint,
sind seine Ergebnisse, soweit physikalisches Interesse in Betracht kommt, Gberholt.?

Billard, Die weiteste und eingehendste Ausgestaltung hat die elementare
Theorie des StoBes begreiflicherweise im Hinblick auf das Billardspiel erfahren;
es liegen hierfir umfangreiche Monographien mathematischen Charakters vor von
Corioris, HEMMING und REsAL, sowie zahlreiche kleinere Abhandlungen.? Die
Gesetze des elastischen StoBes kommen hier in sehr mannigfaltiger Form zum
Ausdruck, insofern es sich teils um geraden, teils um schiefen StoB, teils um den
Stof des (Queus gegen den Ball, teils um den StoB des Balles gegen die Bande
handelt; ferner, insoweit die Bille aufler ihrer fortschreitenden Bewegung im
allgemeinen noch zwei verschiedene Drehbewegungen ausfiilhren, ndmlich die des
Rollens (um eine horizontale Achse) und die des Kreiselns {um eine vertikale
Achse). Die Rollbewegung wird sogar wegen der Reibung auf dem Tuche einen
wesentlichen Faktor des Phinomens ausmachen; bei hohem StoBe erfolgt kraftiges,
bei miitlerem und tiefem schwicheres Vorwartsrollen, bei ganz tiefem Rickwarts-
rollen, und nur bei ganz bestimmter StoBhthe wird das Rollen gerade aufgehoben
und reines Gleiten erzielt. Das Kreiseln andererseits tritt immer bei seitlicher
Asymmetrie des StoBes auf und kombiniert sich mit dem Rollen im allgemeinen

! 5. D. Porsson, Traitt de Mécan, 2. éd. Paris 1833. — G. Comtous, a a O, —
Ep, Pmisres, Liovv. Journ, 14. 1849. — G, Darsovx, C. R, T8. 1421, 1559. 1645. 1767;
Bull. sciences math. (2) 4. 126, 1830, — E, RovtH, Rigid Dynamics. 4. Aufl. London
1882, — K. v. Szicy, Math, u. naturw, Ber, aus Ungarn. 18, 283. 1go1. — H. REsaL,
C. E. Bb. 547. 578. 615. yoo, 745. 1882, — A, MavEr, Leipz, Ber. G4. 208, 327. 1goz.
— 2 G. Coriouis, Th, math. des effets du jeu de billard. Paris 1835, — G. W. HEMMING,
Billiards mathematically treated. London 18g9. — H. REsaL, Comm, 4 la th, math. du jeu
du billard, (Liowv. Journ, (3} B. 65. 1883). — Vergl, auch G, T. WALKER, Artlikel ,Spiel und
Sport™ in der Enzykl, d. math, Wisa. IV, 1. 1L p. 128, 1904,
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o komplizierter Rotation um wvariable Achsen. Rollen wie Gleiten hat wesent-
lichen Einflufl auf die Geschwindigkeit, einen noch griiBeren aber auf die Richtung
der Bewegung; im allgemeinen wird sogar die Bahn krummlinig sein. Endlich
ist von wesentlichem EinfluB die H8he der Bande; bei neueren Billards liegt sie
in 7, Radiushthe, und damit in einer Hohe, die unter mittleren Verhiltnissen
geradlinige Bahn des reflektierfen Balles erzeugt. In bezug auf die Einzelheiten
muf auf die genannten Werke verwiesen werden.

2. Hoéhere Theorie.

Auf Grund der allgemeinen Elastizitatstheorie ist die Lehre vom
StoBe zuerst, aber in unvollkommener und zum Teil anfechtbarer Weise von
Poissow, Navier, Cavcay, Pomssor u A. behandelt worden. Mehr als histo-
risches Interesse kdnnen, von Sonderfragen (s. w. u,) abgesehen, heute im wesent-
lichen nur die Theorien und Entwickelungen von DE SAINT-VENANT, SEBERT
und Hucowior, F. NEumawnw, Boussinesg, Darsoux, Framawt, HerTz und
Voier! in Anspruch nehmen. Diese beziehen sich teils auf belisbige Korper,
teils aber und in der Hauptsache auf zwei Kdorperformen: Zylinder und Kugeln;
und in bezug auf die erstgenannte Form behandeln sie einerseits den longitudinalen,
andererseits den transversalen Stofl. Gemeinsam ist allen der hoheren Theorie
angehdrigen Untersuchungen im Gegensatz zu den elementaren, daB der StoB-
vorgang selbst untersucht, also die in jedem Moment wirkende Kraft ermittelt
und hieraus durch Integration tber kleine Zeitriume der jeweilige Impuls gebildet
wird. Dabei ergibt sich dann noch ein zweites, nimlich die Wellennatur des
Stobes, die im allgemeinen zur Folge hat, daf die Korper auch nach dem Stofe
sich noch nicht wie starre Kdrper verhalten.

Was zunichst die Lehre von den Impulsen betrifit, so hat sie Darsoux
in sehr eleganter Form dargestellt. Er geht zunichst aus von Impulsen, d. h.
Kraftintegralen fiber eine endliche Zeit, und stellt fest, daf sie die Anderung
der BewegungsgroBe wahrend dieser Zeit darstellen. LaBt man nun die Zeit-
daver immer kleiner, die Kraft immer groBer werden, wobei aber die Impulse
endlich und unter einer gewissen Grenze bleiben, so kommt man zu dem End-
falle, wo der Korper in einem bestimmten Moment ohne Ortsinderung eine
plotzliche Geschwindigkeitsanderung erfihrt. Derartige Impulse bezeichnet DARBOUX
als Perkussionen; es ist einleuchtend, daf die von endlichen Eriften, z. B. der
Schwerkraft herrithrenden Perkussionen null sind. Naturlich ist der Begriff der
Perkussion nur eine Abstraktion, aber eine ebenso nfitzliche wie so viele andere
in der Theorie. Es werden nun zuerst die drei Fille des K&rpers mit fester
Achse, des Kirpers mit festem Punkte und des vollig freien Korpers betrachtet
und das Verhalten hinsichtlich der Perkussionen festgestellt. Alsdann wird die
kinctische Energie untersucht, und es werden einige Fundamentalsitze fir sie
aufgestellt, z. B.: 1. Die Anderung der kinetischen Energie ist gleich der Summe
der Arbeiten, die die Perkussionskrifte leisten wiirden, wenn die Geschwindigkeit

! S, D. PoissoN, Traité de Mécan, 3. § 499. — M. Cavcuy, Bull soc, philom, 1826,
p- 180. — L. Poinsor, LioUv, Journ. (2) 3. 1857; (2) 4. 1859. — H. DE SAINT-VENANT,
Liovv, Journ. (2) 13. 237. 1867; C. R. B6. 350. 423. 1882, — B. DE SAINT-WVENANT uw
Framant, C, R, BT, 127. 204. 281, 1883, — FramawT, Journ. de I'Ecole polyt. 58. 18g0.
— SepERT u. Hucowior, C. R. 86, 213. 338. 381. 775. 1882, — J. Boussingsg, C. R. Bd.
1044, 1882; B7. 154. 1883, — Vgl auch H, REsaL, o o 0. — F. NEumann, Vorlesungen
iiher die Theorie der Elastizitht. Leipzig 1885. p. 332 ff. (entstanden nach Voior in den finf
ziger Jahren) — G. DarBotx, Bull. sciences math, (2) 4. 126. 1880, — Jourowskl, Liouv.
Journ. (3) 4. 1878, — J. ArpEre, C. R. 118. 1483: 18g3. — W, Vorer, WIED, Ann. 1B, 43.
1883, — V. HavsmawiiGer, ibid. 35. 18g. 1885, — H. HeErTz, CRELLEs Journ. 823. 156,
1882; Verh., Ver. Befard. Gewerbfl. 1882; Ges-Werke, 1. '
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des Korpers wihrend des ganzen Prozesses konstant und zwar gleich der geo-
metrischen Summe der Anfangs- und Endgeschwindigkeit bliebe. 2. Der Verlust
an kinetischer Energie ist gleich der der verlorenen Geschwindigkeit entsprechenden
kinetischen Energie, vermindert um die doppelte Arbeit, die die Krifte leisten
wiirden, wenn die Geschwindigkeit wihrend des ganzen Prozesses gleich der
Endgeschwindigkeit bliebe. 3. Der Gewinn an kinetischer Energie ist gleich der
der gewonnenen (oder verloremen) Geschwindigkeit entsprechenden kinetischen
Energie, vermehrt um das Doppelte der Arbeit, die die Erafte leisten wiirden,
wenn die Geschwindigkeit immer die Anfangsgeschwindigkeit bliebe. — Diese,
zundchst fiir einen Massenpunkt aufgestellten Satze lassen sich sinngemif auch
auf ganze Kd&rper ausdehnen. SchlieBlich kann man, indem man von diesen
Satzen Anwendung macht auf den Zusammenstof von Eorpern, die elementare
Theorie prifen und vertiefen.

: Uber die Frage, inwieweit die LAGRANGEschen verallgemeinerten Gleichungen
{vrgl. p. 326) das StoBproblem vollstindig bestimmen, sei auf eine Abhandlung
von APPELL hingewiesen; es zeigt sich, daB es darauf ankommt, ob die neuen,
durch den StoB kinzukommenden Verbindungen zwischen den Massenpunkten
auch nach dem StoBe bestehen bleiben oder micht; in jenem Falle (ballistisches
Pendel) ist der Bewegungszustand nach dem Stofle bestimmt, in diesem (freie
Korper) nicht,

Longitudinaler BtoB von freien Zylindern. Es wird vollkommene Elastizitat
vorausgesetzt und von sekundiren Einflissen abgesehen. Fahrt man Zylinder-
koordinaten xr & ein, nennt die Verschiebungskomponenten entsprechend « ¢ ¢ und
driickt die Druckkomponenten, sowie die Elastizititsgleichungen [Art ,Elastizitat”,
p. 524, Gleichung (76)] in diesen Koordinaten aus, so findet man bei Beschrinkung
auf die hier allein interessierenden Grfen x und r bezw. u und g, und wenn
keine fuBeren Krifte wirken, die Gleichungen (¢ Dichte, & und ® Kircarorrsche
Elastizitatskonstanten):

& 3 1 éu dp
K ot 2{1+a}a'+ar’+-_+{1+29:'( EFJ
) 1, s, 3 ﬂp 1 %

'E'

Diese Gleichungen kann man vereinfachen, wenn man » und ¢ in Potenz-
reihen von r entwickelt, beachtet, daf hierin nur die geraden Glieder vorkommen
konnen, und von diesen nur die beiden ersten m = u, + u,r% p = g, + g4 r?
beibehalt, indem man sich™ auf dinne Zylinder beschrinkt; es werden dann
die Gleichungen: '

¢ &t
= S -2(1+e] " fan 4201 +25}
(21)
o2 ' 5’
£ 2 "ﬂ +16(1 + 8)¢, +2(1 +26}
K &
Hierzu kommen die Anfangsbedingungen fur = 0:

5 .
(22) g;-f.fﬂrﬂ{x{sl . %=¢,mr.’1<::<:l+z, .

(4 und 4 Lingen der Stibe, deren Dicke und Material gleich sei)

(22a) gir- =0 for 0 < x < { + 4 (keine Spannung vorhanden) ;
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ferner fir die von Druck freien Mantelflachen:

% . L T
(23) 2yt 2 E=0 . (14+20)g+6t=0 ;
far die freien Endflichen (x =0 und x = 4 + {)
1+86 oy, du, )
{24) I"“Efl-i-ﬂﬂﬁrﬂ ' also &x-ﬂ §

endlich fiir die zusammenstoBenden Enden (x = a,):

ﬂ!‘u

duy
e (3)-[3]
Die Gleichungen (21) und (23) fihren zunfchst, wenn zur Abkfirzung

2K 1486
(23) e 1426 "
gesetzt wird, zu der Gleichung:
ﬂl al
(26) e e,

deren Lbsung nach D'ALEMBERT eine elastische Doppelwelle mit der Geschwin-
digkeit o (Schallgeschwindigkeit), also:
(27) uy= /(% + o) + p(x — )

ist, wo die Funktionen / und ¢ sich aus (22) und (22a) bestimmen, niamlich
zunichst, wenn /' und @' die Ableitungen sind,

SE=FE ., PW=—g 3 ro<E<y
@9
=g a . P@=—g 3 (ra<s<itd)

und dann weiter fir andere Arguments aus (24) durch die Gleichung
(29) flle+e¢'(—w)=0, [fh+4h+te)t+te'((+f—af)=0 ,

so daB /' und ¢’, graphisch ausgedrickt, gebrochene gerade Linien werden
(Figur 258 4 und B)!

— A
e
I I

0 & ot 2(a + &) 8 (ay + @) d(ay+ ay)

— B (@ + ay) —2(a,+ &) = (o +ay) —ay 0 & &t ooy
| —1
B <«

Figur a5B.

1 In den Figuren 258 bis 261 sind die Lingen, statt mit /, mit a bezeichnet.
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Schlieflich wird die Geschwindigkeit

S molf 40— ¢ (= i)

und der Druck
X,= 0 [f'(x + o)+ ¢'(x — 0]

Stellt man nach dem Vorgang von F. NEUMANN hiernach fir die fanf Zeit-
punkte w¢ =0, 42, 4, 44, 2/ die Geschwindigkeiten durch Ordinaten ber,
die Drucke durch inaten unter den die Stibe reprisenticrenden Abszissen
dar, so erhilt man bei zwei gleich langen Stiben die Figur 259« bis e, bei

| _

8 : & 8 d 8
Figur 259.

(30)

Stiben von 4 =2/ die Figur 2604 bis &. Wie man sicht, findet im ersten
Falle ein einfacher Austausch der Geschwindigkeiten statt, der zweite dagegen
ist in jeder Hinsicht komplizierter, insbesondere besteht hier am Ende des Stobes
in dem lingeren Stabe noch eine Spannung. Was das zur Folge hat, wird an-
schaulicher gemacht durch die von St.-VENANT angewandte, eigentliche gra-
phische Methode (Figur 261). Hier ist die Zeit die Abszisse, die Stibe sind

01

Figur 260,

die Ordinaten, die starken Linien die ,Zeitbahnen" ihrer Endpunkte, die schwachen
die der inneren Punkte der Stibe, die MNeigungen dieser Linien also die Ge-
schwindigkeiten, ibre Abstinde die Verdichtungen und Verdinnungen; endlich
die gebrochenen Linien die Wellen, AFCD sind die Stabe kurz vor dem
Stofle, A4, B, C, D, bei Beginn desselben (f= 0). Jetzt dringt in jeden Stab
eine Verdichtungswelle, welche das Ende des kiirzeren § zur Zeit o/ = J erreicht,
dort reflektiert wird und zur Zeit @/ = 2/ wieder an die Stolistelle gelangt; da
im lingeren Stabe noch Druck herrscht, geht sie in diesen iiber, bis sie | sich mit
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dessen eigener, zurlickkehrender Welle trifft. Nunmehr entsteht eine Verdlinnungs-
welle, welche, an der StoBstelle zur Zeit o/ = 2 4 angelangt, nicht mehr in den
kiirzeren Stab iibergeht (da hier seit der Zeit w/ = 2/ kein Druck mehr besteht),
sondern reflektiert wird. Wie man sieht, ist der Druck der Stibe aufeinander

o wil-a, 2, a, &edy, 2ty e, BTy

wl=g 2 o)

Figur 261,

schon zur Zeit #= 2/ [w (Stellung A B, C, D)), ihre Berhrung aber erst zur
Zeit t = 2/ [w (Stellung 4, B, C, D,) beendet. Ferner sieht man, daB der kilrzere
Stab als starres Ganzes weiter geht und zwar mit der Anfangsgeschwindigkeit ¢, des
lingeren, dall dagegen der lingere nicht aufhdrt, sich zu dehnen und zusammen-
zuziehen, so dab seine Endpunkte sich abwechselnd mit den Geschwindigkeiten
¢, und ¢ bewegen. Man kann also nicht von seiner Geschwindigkeit schlechthin,
sondern nur von der seines Schwerpunktes sprechen; nennt man diese jetst v,
so findet sich

&
(31) =4 o "==‘1+‘é{"1_‘|} )
letzteres am einfachsten aus dem Prinzip von der Bewegung des Schwerpunktes.

Hiernach tritt ein Verlust an kinetischer Energie der fortschreitenden Bewegung
¢in, welcher in Bruchteilen der urspringlich vorhandenen

- 4l
(32) !1 —_ —?’—) Tg-—i-l—:[?é)tT

ist, also am groBten, nimlich gleich 1 — % ist, wenn die Anfangsgeschwindig-

keiten entgegengesetzt und umgekehrt proportional den Lingen sind, andererseits
null wird, wenn die Stibe gleich lang sind; ein Fall, in welchem », = ¢, vy, = ¢,
wird, in Ubereinstimmung mit der mechanischen Theorie. Ruht der kilrzere
Stab g, vor dem StoBe (¢, = 0), so wird

(33) =& v,—r,(l_;:.) ,;
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ruht der lingere, so wird (g = 0):

(34) =0 ,

F. AvEreacH, Elastischer Stol,

4

4

Stellt man dieses Ergebnis, in Worte gekleidet, dem der mechanischen Theorie
[Gleichungen (5)] gegenfiber, so findet man:

Mechanische Theorie.

1. Bai gleich langen Staben iber-
trigt der stoBende seine ganze Ge-
schwindigkeit auf den ruhenden und
kommt selbst zur Ruhe.

2. S5t8ft der langere Stab, so tber-
triigt er eine gesteigerte Geschwin-
digkeit auf den ruhenden und geht doch
selbst noch langsam mit.

3. Stoft der korzere Stab, so tber-
trigt er einen Teil seiner Geschwindig-
keit auf den lipgeren und springt

Elastische Theorie.

1. Ebenso.

2. Stobt der lingere Stab, so dber-
trigt er seine volle Geschwindigkeit
auf den ruhenden und geht selbst lang-
sam mit (etwas schmeller als nach der
mechanischen Theorie)

3. Stobt der kiirzere Stab, so Ober-
trigt er einen Teil seiner Geschwin-
digkeit (einen groBeren als nach der

| mechanischen Theorie) auf den lingeren
und kommt selbst zur Ruhe.

Ahnlich verhilt es sich bei Stiben von verschiedenem Querschnitt und ver-
schiedenem Material, also verschiedenem w; die hierfir von St. VENANT ent-
wickelten Formeln sind aber natdrlich viel komplizierter, und es sei nur angefithrt,
daB dann beide Stibe nach dem StoBe vibrieren.

Theorie von Voigt und Hausmaninger. Der Umstand, daB die beob-
achteten Werte der Geschwindigkeit (s. w. u.) stets zwischen den nach beiden
Theorien, der mechanischen und der elastischen, berechneten Werten liegen, hat
Voier auf eine Theorie gefithrt, die zwischen jenen beiden zu vermitteln sucht,
und sie als Grenzfille enthilt. Es wird an die Tatsache angeknopft, daB die
Endflichen der Zylinder nicht vollkommen eben und nicht vollkommen glatt zu
sein pflegen, sondern eine gewisse unbestimmbare Krilmmung und trotz aller
Politur immer noch eine gewisse Rauhigkeit haben; es wird ferner an den be-
sonderen Zustand der Oberflichenschicht fester Korper erinnert, der von dem
des Innern vermutlich nicht unmerklich abweicht; endlich wird an die der Ober-
flache anhaftende kondensierte Gasschicht gedacht und alles das zum AnlaB ge-
nommen, an der Berlhrungsstelle der Stibe eine besondere Zwischenschichet
anzunehmen, die gewissermallen beiden Stiben zugleich angehfrt, die kleine Aus-
dehnung 1, den Querschnitt ¢ und den mittleren Elastizititsmodul ¢ = dp-1/dl
(@¢ der Druckzuwachs auf die Flicheneinheit, i die hierdurch bewirkte Anderung
von 1) hat; ¢ ist alsdann nicht bloB von der Natur der Stibe, sondem auch von
der Stirke des Stofles abhangig. Setzt man zur Abkfirzung ¢ = e-g/l, so tritt
die neue Grenzbedingung

duy

3
(33) E gt =cly—m)=Eyq 2

auf, wo E, E, die beiden Moduln, ¢, g, die Querschnitte der Stiibe sind; alles dbrige
in der Formulierung des Problems bleibt beim alten. Die Ldsung wird als tri-
gonometrische Summe dargestellt, und der zeitliche Periodizitatsfaktor (m, in dem
Ausdruck cosm_f) mub eine gewisse transzendente Gleichung erfullen. Allgemeine

Schliisse lassen sich aus dem Ergebnis nicht ziehen, da man die Konstante ¢
micht kennt; man muB sich also mit einigen speziellen Folgerungen begniigen.

selbst zurtck.
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Fir ¢ = oo kommt man auf die NEUMANN-SAINT-VENANTsche Theorie, fir sehr
kleines ¢ auf die elementar mechanische Theorie, und zwar wird hier dis allein
maBgebende niedrigste ‘Wurzel jener transzendenten Gleichung, wenn m, und m,
die Massen der Stibe sind:

m,= |/¢ (l— + -1—) i

(36) m T
1

auch bewegen sich in diesem Falle die Stibe starr, ohne Schwingungen weiter.

Die Voigrsche Rechnung bezieht sich in ihrer Ausfihrung nur auf den
Fall, daB die StoBdaver groB gegen die Zeit ist, die eine Welle zum Durchlaufen
eines Stabes braucht, d. h., daB die Strecke L, die eine Welle wihrend der
StoBdaver zuriicklegt. groB sei gegen die Stablinge / Da nun Grinde fur die
Annahme vorliegen, daB bei den iblichen Versuchen das Verhiltnis L:/ mnicht
sehr grof ist, sondemn nur wenige Einheiten ausmacht, hat HausmMaminger die
Vorersche Theorie weitergefihrt und dabei zwei methodische Anderungen vor-
genommen: erstens an die Stelle der trigonometrischen Summe die willktirlichen
Funktionen zu setzen, und zweitens von der Ableitung des allgemeinen Bildungs-
gesetzes dieser Funktionen abzusehen und statt dessen zu fragen, wie grof die
Voigrsche Konstante ¢ gewdhit werden mub, damit der Stol zu Ende sei, wenn
die Welle einen bestimmten, willklirlich festgesetzten Weg L durchlaufen hat;
schlieBlich wurden dann die dazu gehdrigen Endgeschwindigkeiten der Schwer-
punkte der Stibe berechnet, d. h. es wurde der Wert der GroBe § in der Formel

(37) n=0q+(1—fq

ermittelt. Das Resultat ist unter Beschrinkung auf Stibe von gleichem Stoffe in
drei Tabellen zusamm tellt: 1. fir gleich lange und dicke Stibe fir L = 2/
bis 8/; 2. fiur Liogen wie 2:1 und gleiche Dicken; 3. fiir Lingen wie 2:1
und Dicken wie 1:2; in den beiden letzteren Fallen nur for L-Werte zwischen

2/ und 8/ Einige wepige Werte seien hier mitgeteilt:
1. 2.
hmbml, ggmg =g h=8hmi, ggmg =g
g1 C - 2l i o
Lii = L:r !
“Eq d “Eq . f
1150,69 2001 | 0,00002 2808 g 998
114,524 2,015 0,00022 9,21 2% g::Eii
10,8074 2,154 0,00241 6,91 2,018 0,4282
4,0000 | 2,420 0,0065 4,61 2,051 0,3977
2,1569 | 2,776 0,0114 280 2,253 0,8509
1,2892 8,284 0,0145 0,80 3,000 0,8349
1,0200 8,606 0,0182 ’
0,8081 4 0,0088
0,3085 6 0,00165
0,1629 8 0,00052
8.
fi= 2L =i, = 24q
214
—_— Ll
7 g
23025 200 - | 0111
8,0 2,11 0,064
8,9 2,21 0,085
2.8 2,40 0,011
1,07 8,00 0,0038
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Wie man sieht, gibt die erste Tabelle recht merkliche Abweichungen wvun
der alten Theorie (f = 0), namentlich in der Mitte; die zweite ergibt eine Ab-
weichung der GroBe § von dem Normalwerte !/, nur fir sehr kleine Z, schon
far L = 8/ ist jener Wert nahezu erreicht; ahanlich im dritten Falle, wo ebenfalls
fir L = 8/ kaum noch eine Abweichung vorliegt.

StoB gegen einen festen Zylinder. Dieses Problem ist insofern einfacher
als das vorige, als es sich nur um den gestoBenen Zylinder handelt, komplizierter
dagegen, weil die Funktionen f hier weit verwickelter sind. Die Grundgleichung
ist wieder Gleichung (26), dazu kommen die Bedingungen:

flr x =1 immer; u=0,

for r=0 dberall: u =0,

filr x = 0 und f= 0: Jﬂfﬂﬂ (i [SU}BEHChwmdigkﬂit},

for f=0 im Obrigen: du/dl =0,

fir x = 0 zwischen { = ( und ¢ = T (StoBdauer) als Ausdruck des Energie-
satzes, wie sich leicht einsehen 128t (s das Verhiiltnis der gestofienen zur stoBenden
Masse):

d'u I} du
(38) =7 W’E '

endlich fir x = 0 und ¢ gréBer als T du/dr = 0.
Die Losung kann als unendliche Summe in der Form:

£ 2 cosm  mx . m |E
69 2= E 2t e ’“‘TI/T‘

dargestellt werden, wo sich m als Wurzel der Gleichung:

[40) mtang m e= g

bestimmt; und hiernach hatte ST.-VENANT Kurven entworfen, die die Abhangic.
keit des » von x und ¢ darstellen; sie sind spiter von FLAMANT ihres historischen
Interesses halber verSffentlicht worden, obwohl sie nur auf den ersten fianf Glie-
dern von (39) bezw, Wurzeln von (40) beruhen und deshalb nur sehr beschranokte
Giiltigkeit haben. Uberdies ist inzwischen von BoussiNEsQ ein geschlossener
Ausdruck for die Losung angegeben worden, und diesen haben ST.-VENANWT und
FramanTt ebenfalls zeichnerisch zur Amschavnung gebracht in Kurven, die natir
lich exaktere Bedeutung haben. Die Losung ist (ahnlich wie die NEUMANNsche):

(41) v=flwt—x)—flwt+x—27) ,

aber die Funktion ist hier exponentiellen Charakters. Nennt man das Argo-
ment 2, so hat die Funktion, solange £/= o T ist, folgende Werte:

fle=0)=0

fo<s<g)=2C

—(1—e—*%)

fR<s<)=/0<=s< 2}+}"- 51—1+[1+ 25(s — 2] e—0te-2y

(42) I C
SU<:<B)=/2 <<+ {1 =[1+25—4)]e=r0-4

S8 <2<8) = U <5 <O+t (=14 [ 2ule— 6) = 235 — )
+ 48— 6)7] .r"r{l—li;;




Band L. . .
Allgem. Physik, Hahere Theorie. . ??35

und entsprechend fortgesetzt. Sobald aber #/ > w I" geworden ist, wird eimfach

W) s> = mse-nr () 4 (1)
und somit
(44) fle)=Ffs+4) ,

also einfach periodisch. Hiernach ist die Funktion / stets kontinuierlich. Da- *
gegen ist der Differentialquotient /' (s) an den Stellen £ = 2, 4, 6, 8§ . . .. unstetig,

er springt ndmlich hier von einem Minimum zu-einem Maximum, und zwar
um €.

ﬁ{m den Werten von f und /' lassen sich nun die Werte der Verrlickung =
sowie der linearen Dilatation D = du|dx ableiten. Die letzstere ist anfangs immer
negativ (Kompression), nimmt aber ab und erreicht in einem Intervall, das von
dem Werte von s abhiingt, den Wert pull, womit der StoB sein Ende erreicht
Und zwar findet man:

filr 5 zwischen 0o und 0,5786: I zwischen %{ und g

fir &+ zwischen 0,578B6 und 0,241: T zwischen

for s zwischen 0,241 wund 0,186: T zwischen — und — - - -

DE SAINT-VENANT und FraAmanT haben nun sechs Systeme von Eurven
gezeichnet, die das Phino-
men in hiichst anschaulicher
und  vollstindiger Weise
wiedergeben, namlich:

1. Die Ableitung /' fiir
die s-Werte 1, }, 4 4
denen die Stobdauern 1/w

mal 3,068, 4,709, 5,900 und L '
7,419 entsprechen.
2. Die Funktionswerte f | : 1088 1
] ) ; 3

selbst for die s-Werte 1, §, 1.

3. Die Verriickungen u
fiir dieselben drei Massen-
verhdltnisse und in jedem
dieser drei Fille fiir die
vier Punkte x[/= 0, }, }
% des Stabes.

4. Die Dilatation du/dx
fir dieselben drel Massen-
verhiltnisse und fMir die
fttnf Punkte x//= 0, 1, 1,
4. 1 des Stabes.

5. Die Maximalver--
rickung des freien Endes
als Funktion von =

6. Die Maximaldilata-
tion des festen Endes als
Funktion von 5. -

WoikELmaww, Physik, = Asfl. L gD
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" Es muB hier genfigen, eine kleine Auswahl aus diesen Kurven zu geben:
Figur 262 stelit die Ableitung /° fir die beiden Fille s= § und s =1 dar,
) Figur 263 die Funktion /

selbst fiir die drei Fille
s=1, }, 1; Figur 264
die Verrlickung « und
Figur 265 die Dilatation
dufdx, beide for die
beiden Falle s =1 und
& =1, sowie fitr die StoB-
stelle und die Stabmitte.
Die Zahlen an der Grund-
linie bedeuten dberall
Abszissen, d. h. im wesent-
lichen Zeiten, die andern
Zahlen sind Ordinaten;
das Ende des StoBes ist
durch einen schwarzen
Kreis markiert, die sich
dann noch anschliefenden
Eurventeile, die gestrichelt
sind, beziehen sich auf
den freien Zustand nach
dem Stofe. Es muf dem
Beschauver der Kurven

b ) ilberlassen bleiben, die
LA B v en . Flle von Inhalt aus
Figur 265, - ihnen herauszulesen, den

siz enthalten.

Aus der grundlegenden Abhandlung von BoussiNgsg, die zu der obigen
Darstellung den AnlaB gab, sei noch die angeniherte Formel

cl . wt , 1.1
{45} :H{I-'ﬂ] = prpp Bil.'l.F B (.t = T+E)

fir die Verrlickung des gestobenen Endes sowie die fir 5{-} angendhert rich-
tige Formel fir die Maximaldeformation , .

_ du c 1
o) (&).m2 (1 + I/‘J
angeflthrt, wihrend fiir £ > § die Exponentialformel
du\ _ 2C o
(47) ~ (E)m = ——(1+e7)

angewandt werden muB,

Transversaler BtoB von Zylindern. Wenn der Zylinder nicht in der End-
flache, sondern am Mantel von dem stoBenden K&mer getroffen wird, und in-
folgedessen nicht longitudinal, sondern transversal erregt wird, gestaltet sich das
Problem begreiflicherweise viel komplizierter, da die Grundgleichung hier nicht
von der zweiten, sondern von der vierten Ordnung (p. 735) ist. Zur Verein-
fachung nimmt Boussixesp an, der Stab sei unendlich lang und werde aufl einer
kleinen mittleren Strecke erregt; er findet dann fir die Verrickung, wenn a das
Produkt der Schallgeschwindigkeit w, der halben Dicke und eines Koeffizienten £
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ist, der fiir runden Querschnitt !/, ist, und wenn 2'¢ das Verhlltnis dur‘enegtﬁden
Masse zu der der Lingeneinheit des Stabes ist:

b-ff(af—-%')(m%-}rsin%)ﬂ-

- grfeta

wo die Fun.'thon S sich durch die gegebene Funktion F(f), die den Gang der
Erregung angibt, gemil der Formel ausdrickt: _ '

(48)

(49 flat) = ,,Pr-{ f F@)a0 + f 5 rie)de)

Hieraus lassen sich gewisse Schltisse in bezug auf die zuldssige Beanspruchung
des Stabes ziehen, der eigentliche Stofvorgang bleibt aber ziemlich dunkel. -

Andererseits kann man nach FLAMANT (im AnschluB an SamwT-VeEnawT) fiir
einen endlichen Zylinder von der Lange 2/, der an beiden Enden fest ist und
in der Mitte mit der Geschwindigkeit C' getroffen wird,

_ Y 4 COS m cos hypm . 31/28EQ
(o) v=Cl g molm 1 1 R R T

cosd m _th}'p'm m? g

setzen, wo ( das Tragheitsmoment des Querschnitts, p die gestoBene und g die
stobende Masse ist, und wo sich die Summierung Ober alle Wurzeln der Gleichung

(51) m(tgm — tghypm -?

erstreckt. Hiernach hat FLAMANT unter Berficksichtigung der sieben ersten Wur-
zeln die Verrickung v for p/¢ = s =2, 1, } graphisch dargestellt; man. wird
aber nach den Erfahrungen bei der Lingsverrfickung (s. 0.) auf diese Werte nicht
allzuviel Gewicht legen dirfen; und mit dem geschlossenen Ausdruck, der bessere
Werte liefern wirde, ist wegen seiner Komplikation, zumal bei seiner etwaigen
Ausdehnung auf Stabe von endlicher Lange, nichts anzufangen,

Unter diesen Umstinden hat man versucht, auf indirektem, angenahertem
Wege zu gewissen Vorstellungen iber den Effekt des Querstofes zu gelangen.
Dahin gehOrt der Gedanke, den StoB, nachdem er einmal erfolgt ist, als einen
statischen Druck aufrufassen, die betreffende Gleichung anzuwenden und in die
Anfangsbedingung die StoBgeschwindigkeit einzufithren. Wir werden dieses, in
England als Coxsche Methode bezeichnetes Verfahren bei der Hertzschen Be-
handlung des StoBes von Kugeln wiederfinden.!

SchlieBlich ist auf den Zusammenhang unseres Problems mit dem der ge-
himmerten Saite oder des gehimmerten Stabes (p. 730 u. 737) hingewiesen, bei
dem die Schlagdauer und die Natur des schlagcnden Hammers von mafigebender

Bedeutung ist.

—

1 Vgl E. A. H. Love, Th. of Elast, p. 420. — H. Cox, Trans, Cambr.. Soe; B. 1850,
s0*
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Theorie von Hertx fir belisbige Kirper. Diese Theorie geht, wie eben
schon bemerkt wurde, von der statischen BerQlthrung der Kd&rper unter
Druck aus und macht erst zuletzt die Anwendung auf den StoB. Sie geht also
von den im Artikel ,Zug und Druck®, p. 597 skizzierten Verhaitnissen aus.
Dabei wird der bei dem longitudinalen StoBe von Zylindern realisierte Fall, daB
der StoB sich auf zwei von vornherein endliche Ebenen erstrecke, glticklich ver-
mieden, indem die beiden Oberflichen als konvex angenommen werden. Die
Bertthrung im ersten Moment des Stobes ist alsdann punktformig, duorch den
Druck entsteht die Druckfliche als gemeinsame Fliche beider Korper; nur auf
Punkte in jhr und in ihrer Nihe braucht sich die Betrachtung zu erstrecken. In
bezug auf die statischen Formeln sei aof die zitierte Stelle verwiesen; hier genigt
es, die Anwendung auf den StoB zu machen. Sie ist offenbar nur unter zwei
Voraussetzungen erlaubt: erstens, daB vollkommene Elastizitat vorhanden sei, da
sich sonst die Reibung als unterscheidend zwischen statischen und dynamischen
Zustand einschiebt; und zweitens, daB die Zeit, wahrend deren der StoB die
Kérper in Berfthrung miteinander bringt, groB sei gegen die Zeit, in der Lings-
wellen die Korper durchlaufen — eine Annahme, die offenbar nur in seltenen
Fallen, nimlich fiir sehr kurze EKorper und sehr kleine StoBgeschwindigkeiten,
erfallt sein wird.

Die ,Aonaherung* — dort «, jetzt ¢ genannt — der beiden Korper,
fur die dort die Formel (79) oder, durch die Exzentrizitit der Druckellipse «
ausgedriickt, die Formel

_8p0,+89, =
(52) ¢ 8% a J-vll:l + I':I{I - II’:I"'_"_j

gefunden wurde, ist hier eine Funktion der Zeit, ebenso wie der Druck p, und
es besteht die Beziehung

(53) p=Hes
wo A, bestimmt ist durch

] N S I T S
(59) G Al 4O+ &) [.,fv:t1+am—ﬂ+:1} ..fu+=1'f-vsu—c'T=:t

Andererseits besteht fir die zeitliche .lmdlsru.ng von & die Gleichung:

aE
(55) daf "Ma
| F\m s

wo die m die Massen der Kd&rper sind, oder auch, wenn
(56) 5= _“‘;1'*“:-_
gesetzt wird, die Gleichung ,

a8

(57) v =~ hhe

Ihr Integral kann, wenn ¢ = (d&/dr), die StoBgeschwindigkeit ist, in der Form

e 4 .
(58) (8 = § hhe
geschrieben werden.



Allgoes. Physik. Hohere Theorie, 789

Der Wert &, von ¢ fur die grofte Annfherung ist:

(59) f = (;5;) * (&J *

und, in den Massen, Dichten, Elastizitdtszahlen und Schallgeschwindigkeiten der
beiden Korper ausgedriickt:
5m r'ﬁ}‘r:‘!- (1 — )2 (1 —p,)? s
60 - 1™ { 1 ] ] i
G0 a [4im.,+ man |ote 0—2m) | oieI—2m)

. WO

(61) fﬁ‘ +,]*h1l_[1 — ) [f]"#il +al -+ ':']!

ist. Ferner ist die StoBdauer

e[ _ph [ & _n IO
62 * EJFE"—W; ﬂfm Ve T

also mach den I'-Tabellén

25
164 u,_'
Anwindu.ng lmf Kugeln. Sind die Radien », und 7,

. - = :l"lf’ . rr
(64) ’E'_B &1+-ﬂ-,'fr,+r, ' l’ f + 1

_ 15c2(8, + 8,)m m, 1" (7, 4 7, |
(65) % "[ 32 (m, +=mj ] (-:ﬂ ’:’J ’

und hieraus erhalt man die StoBzeit. Speziell fir zwei nach Stoff und GroBe
gleiche Kugeln wird:

Bi25ntp? (1 — p.':]’
(66) I'=2943r l/ 8 i3 '

B
{63) T = 2,943 _':, - 2,943

d. h. die StoBzeit ist direkt proportional mit dem gemeinsamen Radius der
Kugeln und der ?|;. Potenz der Dichte, umgekehrt proportional der fanften
Potenz der Smﬂgmchwindagke:it und der %/, Potenz des Eindringungsmoduls (p. 603).
Endlich wird der Radius der StoBflache

u —
(67) fm sl 2rec o)

Besondere Theorien. Zum Schlusse des theoretischen Teiles sei erwihnt,
daf wiederholt StoBtheorien auf Grund besonderer hypothetischer Vorstellungen
entwickelt worden sind. Eine solche ist die Theorie von Korw, die von der
Annahme eines inkompressiblen Kontinuums ausgeht, in dem sich zwei Teilchen
befinden, die sehr groBen Drucken gegeniber einer, wenn auch geringen, Kom-
pression bezw. Dilatation fihig sind; es wird eine Art von Potential ¢ eingefithrt
und in eine Reihe entwickelt, beginnend mit einer Konstanten ¢,, ecinem An-
ziehungsgliede @,, invers mit dem Quadrat der Entfernung, einem AbstoBungs-
gliede g,, invers mit der finften Potenz der Entfernung u. s. w. Man gelangt
s0 zur richtigen Darstellung des vollkommen elastischen StoBes.
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Ferner sci auf eine Arbeit von BurBury hingewiesen und schlieBlich auf
die Rolle aufmerksam gemacht, die der StoBvorgang in der kinetischen
Theorie, besonders der Gase spielt; es muB aber genfigen, in dieser Hinsicht
auf die grundlegende Abhandlung von MAXWELL zu verweisen.!

3. Experimentelles.

BtoBapparate. Der erste derartige Apparat ist die von MarioTTE?! an-
gegebene Perkussionsmaschine (Figur 266). In der jetzigen, brauchbarsten Form
besteht sie aus einem in seinen Teilen verstellbaren Stativ, ‘an dem Kugeln
oder andere K&8rper mittels Fiden aufgehiingt sind; for die Versuche ilber den
geraden StoB eignet sich die Aufhiogupg jeder Kugel an zwei schrigen Faden,
deren Ebene senkrecht auf der Bewegungs- und StoBrichtung steht; fir den
schiefen StoB ist die Aufhingung je an einem Faden erforderlich. Als Material
eignet sich z B. Lehm fiir unelastische, Elfenbein fir vollkommen elastische,
Blei fir unvollkommen elastische Kdrper. Man kann hiermit die meisten obigen

: Versuche anstellen und findet
die Theorie qualitativ, zum
Teil aber auch guantitativ be-
stitigt. . Durch Anbringung von
mehr als zwei, z. B. » Kugeln,
die sich im Ruhezustand simt-
lich berfihren, kann man auch
die Fortpflanzung des StoBes
studieren. Trifft z. B. die erste
Kugel die zweite mit der Ge-
schwindigkeit ¢, so erhalten bei
gleicher GrdBle und unelasti-
schem Stoff alle Kugeln die ge-
meinsame Geschwindigkeit ¢/n;
bei vollkommen elastischem
Stofle dagegen kommt die erste
zur Ruhe, die zweite bleibt in
Ruhe, und die letzte springt
mit der Geschwindigkeit ¢ ab.
Stofen die beiden ersten Ku-

Figur 266. geln, so springen die beiden

: letzten ab u.s. w. 5toBt von
jeder Seite eine, so springen diese beiden AuBlersten mit vertauschten Geschwindig-
keiten zurlick. Nehmen die Kugeln an GriBe zu, und stoBt die kleinste, so
springen alle zuriick und trennen sich voneinander; stoBt die groBte, so gehen
sie mach vorwirts auseinander.

Eine Modifikation an dem Apparat hat PILLEUX vorgenommen, indem er
die Kugeln, die erste ausgenommen, durch Wirfel ersetzte, die sich mit je einer
Fliche berihren. Je nach den Stofgeschwindigkeiten zeigen sich hier verschiedene
Sondererscheinungen, die sich zum Teil in einfacher Weise deuten lassen, zum
Teil vom Verfasser zu besonderen Schliissen iber die inneren Vorginge in den
Korpern benutzt werden.

Andere, wesentlich fir didaktische Zwecke bestimmte Apparate sind von
Hawor und ReicHeL.: Der erstere besteht aus Holzwiirfel und Bleikugel, beide

1 A Komw, Minch. Ber. 20. 223, 1893, — S, H. Bursuay, Proc. Roy. Soc. BO.
175. 1891. — J. Cr. Maxwerr, Phil. Mag. (4) 18, 20; 30. 35. 1860, — 2 MamioTTE, Traité
de la percussion ou choc des corps. Paris 1677,
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bifilar, aber jener mit parallelen, diese mit divergierenden Fiden aufgehiingt; die
den Wirfel tragenden Fiaden sind an einer drehbaren Scheibe, die die Kugel
tragenden Fiden an einer verschiebbaren Leiste befestigt; auf diese Weise lassen
sich alle Arten des StoBes demonstrieren. '
Endlich sei noch der in Figur 267 abgebildete Apparat von SEDLACZEE
erwihnt; er hat gegenfiber dem von MarioTTE die Vorteile und Nachteile, die

Figur 167,

daraus sich ergeben, dall die Kugeln nicht hingen, sondern in Rinnen laufen.
Bei der einfachen Stofmaschine handelt es sich nur um qualitative Versuche,
bei der zusammengesetzten, welche mit einer graduierten Fallrhre und einem
Quadranten zur Umwandlung der vertikalen in horizontale Geschwindigkeit ver-
sehen ist, um quantitative Messungen.!

Versuche iiber die BtoBgeschwindigkeit von Zylindern. Wie man aus
obigen Angaben entnimmt, stehen die Formeln, welche die mechanische Theorie
einerseits und die elastische andererseits liefert, in schreiendem Widerspruch
miteinander, und es frapgt sich, wie sich das Experiment zu ihnen stellt. Der-
artige Versuche sind von VoicT? BorTzMawN? und HausMANINGER*® angestellt
worden. Die Versuche von den letzteren beiden, auf Kautschukstabe beziiglich,
sind zu obigem Zwecke deshalb nicht geeignet, weil sie auch schon fiir zwei gleich
lange Stabe, fur welche doch beide Theorien dasselbe Resultat (volle Ubertragung
der Bewegung auf den ruhenden Stab, Stillstand des stoBenden) liefern, von diesen
abweichen. Von einem ¢, = 100 verblieben namlich fir Stab 1 zirka », = 14,
und nur #, = 85 wurden auf 2 dbertragen; ebenso entsprechen dem Werte ¢ = 50
die Werte o, = 6, v, = 42. Ob diese Abweichung von beiden Theorien dem
Kautschuk eigentimlich ist, wird erst noch zu entscheiden sein.

I M. Pirevx, C. R. 04, 429, 1882, — A, Hawor, Ztschr, f. phys. Unterr. L 115,
1888, — O. RE1cHEL, ibid. B, 265, 18Bg; 8. 1g7. 18g3. — Vgl. anch R. Hevwe, ibid. 7.
73. 1893, — SepLaczEE, PoGG. Aon. 168, 476. 1875. — 2 W, Voier, WiED, Ann, 19, 43.
1883, — 3 L, Borrzmaxw, Wien, Ber. B4. 1225, 1881; WiED, Apn. 17, 343. 1882, —
4 V. HAusMANINGER, Wien, Ber, 88. 768, 1883,
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Dagegen ergaben die VoioTschen Versuche (Material: glasharter Stahl) fir
gleich lange Stabe volle mehmmung mit beiden Theorien. For ungleich

lange (aber gleich dicke) ist ein Teil der beobachteten Zahlen in folgender Tabelle
m:it den ,mechanisch“ nach Formeln (5), in denen statt der Massem die Lingen
vingesetzt sind, berechneten, und mit den ,elastisch® nach (33 und 34) berechneten
zusammengestellt,. Die beobachteten Zahlen bedeuten eigentlich Aumsschlage,
kénnen aber mit ziemlicher Genauigkeit auch den Geschwindigkeiten kurz vor
bezw. nach dem StoBe proportional (und nach Multiplikation mit 2 sogar gleich)
gesetzt werden; der Index 1 bezieht sich, in Ubereinstimmung mit den genannten
Gleichungen, stets auf den kirzeren Stab.

1. Gleich lange Stibe: {:[ =1

. beobachtet | mechanisch | elastisch
: 0
Yo ! w | ow |l onloy i Ty
20, o | 199 o 20 | 0 20
0| o | s98| o 0| 0 40
80 | i) 80,1 0 80 1] 80 '
120 0 119,9 0 120 0 120
160 | O 158,8 0 160 0 160
I

2. Ungleich lange Stabe: :/ = 1,5.

a) Lang stdlt, kurz rubt. 8) Kurz stdbt, lang rubt,
beobachtet | mechanisch | elastisch beobachtet | mechanisch | elastisch
[+ &
_' T"rl""i _"l!"": "':l"'l ' |"l ""t|'*:|"‘|.["l_
20 | 89| 285 4 | 24 | 67| 20 20 | — 86| 162 — 4| 16 0 ' 13,8
40 7.0 47,0| 8 48 18,8 | 40 40 - 1,8 El,'l| = B 52 0 | 2671
80 168 | 98516 | 96 | 267 80 | 80 | —18,9| 62,9 —16| 64| O @ 583
160,4 | 85,8 | 1874 82,1 | 192,5] 58,8 | 160,4 | 160,8] —25,5 | 1240 —382 | 128 | 0 [1087
3. Ungleichlange Stabe: §:{ = 2.
T u}_l.:ng-‘ m_l:ll‘t: kurz ruht. &) Kurz stoft, lang ruht.
beobachtet | mechanisch I eh.il.i.lr.h becbachtet I; mechanisch | elastisch
[ [ |
Clmlu i fwlw] T n | | v L m e n
20 1,7 | 26,4 6,7 20 20 - 6,4 1832 | = 6T 1835 0 -ID
40 IBI b2.8 13,.!- hSH 40 40 —12%8| 26,2 -—IH! 26,7] 0 |20
80,2 28,7 mnlum 80,2 | 80,4 —21,8| 51,4 | —26.7/ 58.8) 0 | 402
160,4 | 61,1 | 197,9||58,3 | 218, |80,2 | 160,4 | 160, | —38,9 | 99,0 | —53,8 | 106,7 | n 80,4

Wie man sieht, stimmt keine von beiden Theorien vollkommen, aber die
mechanische stimmt sehr viel besser als die elastische; erstere gibt
fir kleine Geschwindigkeiten nur wenige (0—5), fiir groBere etwas mehr Fehler-
prozente; bei letzteren bewegen sie sich zwischen 14 und 72°%,, und von dem
Zurilickspringen des kilrzeren Stabes gibt sie Qberhaupt keine Rechenschaft.

Was nun die Theorie von VoigT betrifft, so stimmt sie insofern, als, wie
sie verlangt, die beobachteten Endgeschwindigkeiten immer zwischen den von
beiden &lteren Theorien gefordesten liegen; und da sie der mechanischen Theorie
niher liegen, miBte man schlieBen, daB die GréBe ¢ nur kleine Werte hat; man
kinnte also die Anwendung machen auf kleine StoBgeschwindigkeiten, also lange
StoBzeiten, d. h. auf grofe Werte des Verhaltnisses Z:/ Nun zeigt aber Havs-
MANINGER, daB die Anniherung an die mechanische Theorie schon bei sehr
mibigen Werten dieses Verhaltnisses, etwa bei 8:1, nahezu vollkommen erreicht
ist; der Spielraum, in dem der Ubergang von den tatsichlichen Verhaltnissen,
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wie sie die elementare Theorie darstellt, zu denen der Elastizititstheorie statt-
findet, ist also ‘fiberaus eng, und er liegt auBerhalb desjenigen, fiir den die
Voigrsche Theorie urspringlich gilt. Man muB also sagen, daB diese Theorie
die Frage in der Hauptsache nech nicht geklirt hat; ihr Wert liegt immerhin
darin, daB sie die Briicke zwischen den alten Theorien hergestellt hat.

SchlieBlich sei noch auf zwei erginzende Versuchsreihen hingewiesen, die
Voror angestellt hat Die eine von ihnen bezieht sich auf Zylinder, deren
Endflichen mit besonderer Sorgfalt geebnet wordem waren. Das
Ergebnis ist, wie n erwarten war, eine stirkere Abweichung der Geschwindig-
keiten von der elementaren gegen die hohere Theorie hin. Die andere bezieht
sich auf den Fall, daB Stabe aus verschiedenem Material (Stahl und Glas)
susammenstoBen; sie zeigt wiederum in Ubereinstimmung mit der Theorie, daB
fiir kleine StoBgeschwindigkeiten die elastische Natur des Materials ohne spezifischen
EinfluB, die elementar-mechanische Theorie also ausreichend ist.

Die wenigen sonst noch vorliegenden Arbeiten fber die Geschwindigkeit
haben nur beschrinkte Bedeutung. Erwihnot sei eine solche von ViNcent!, der
Gummi- oder Stahlkugeln auf Platten aus verschiedenem Material fallen lief und die
Ergebnisse nach der Formel v = ¢ (& — f¢) darstellte, wo & und § Konstanten sind;
die Formel muf aber fir kleine ¢ durch eine kompliziertere ersetzt werden.

BtoBdauner. Soweit die Frage der Geschwindigkeiten nach dem StoBe. Was
andererseits den Vorgang des Stofes selbst betrifft, so sind die drei” wichtigsten
ihn charakierisierenden GriBen die StoBdauer, die StobBflache und die Stobtiefe,

Was rundchst dis StoSdauer betrifft, so hat die Theorie, insbesondere fiir
zylindrische Stibe, gezeigt, daB man im allgemeinen zwischen der kiirzeren
eigentlichen Stofdauer, wihrend deren die Stibe aktiv aufeinander wirken,
und der Bertthrungsdauer unterscheiden muB; diese letztere besteht aus der
StoBdauer und der sich an sie anschlieBenden Zeit, wihrend deren die Stibe
noch passiv miteinander in Berthrung bleiben. Ist / die Linge des kilrzeren,
Jy die des laingeren Stabes, so ist die Stofidaver 7 und die BerBhrungsdauer 7:

(68) re24 | p-25

fur gleich lange Stibe wird = 7. In Worten: die StoBdauer zwischen Stiben,
die sich nur durch die Linge unterscheiden, ist gleich der Zeit, die die Welle
zum Hin- und Herweg durch den kiirzeren Stab braucht oder auch gleich der
ganzen Schwingungsdauer des longitudinalen Grundtons des kiirzeren Stabes.
Experimentell 118t sich die StoBzeit auf elektrischem Wege nach der von PourLrer?
angegebenen, von ScHNEIDER? modifizierten Methode bestimmen. Wahrend des
StoBes findet der Schluf eines Stromes statt, der vor und nachher unterbrochen
ist, und der einen der Zeitdauer des Schlusses proportionalen Galvanometer-
ausschlag erzeugt; den absoluten Zeitwert dieser Ausschlige verschafit man sich
vorher durch ihre Erzeugung mittels eines Pendels, das infolge einer Spitze, die
unten angebracht ist, ebenfalls den Strom (denselben, der spiter benutzt werden
soll) schlieBt, und zwar wihrend einer Zeit, die sich in diesem Falle aus den
Pendelgesetzen berechnen 138t Ein wesentlicher Mangel dieser Methode, ab-
gesehen davon, daB sie nur auf metallische Kérper (auf andere nur mit bedenk-
lichen Modifikationen) anwendbar ist, liegt darin, daB die Hauptbedingung, die
Konstanz der Stromstarke, wihrend des StoBes infolge des wechselnden Cber-
gangswiderstands zwischen den Karpern nicht streng erfillt, und daB insbesondere
nicht sicher ist, ob wihrend der auf die StoBzeit folgenden Kontaktzeit ohne
Druck der Strom noch wirkt und in welchem Mafle er dies tut. Die erhaltenen

I 1. H, "l.'mcsat':r. Proc. Cambr. Phil. Soe, 10. 332, tgoo. — ¥ Poviiier, Poco.
Ann, 84, 1885, — 3 F. ScENEEBELI, ibid. 148, 239. s871; 146. 328. 1872
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Zahlen werden also bei verschieden langen Stibenm zwischen der StoBzeit und
der Kontaktzeit liegen. For Zylinder erhielt HamBUurGer! folgende Resultate:

I. Die StoBzeit fand sich bei Stahlzylindern von 100 bis 400 mm Linge
je nach den dbrigen Umstinden zu 0,00057 bis 0,00071 sec, und speziell bei
j¢ 300 mm Lange zu etwa 0,0006sec. Nach der Theorie sollte sie gleich
2a/w=2-800/5000000 = 0,00012 sec sein. Sie ist also in Wahrheit finfmal
so groB, und die Theorie erweist sich auch hier als hinfallig.

2. Die Stoizeit wichst mit der des stofenden Stabes, aber sehr
wenig (zwischen 100 und 400 mm um 6°); nach der Theorie solite sie der
Lange des kiirzeren Stabes proportional sein,

3. Die Stofizeit wichst ein wenig mit der Dicke.

4. Die StoBzeit nimmt ab, wenn die StoBgeschwindigkeit wichst (zwischen
12 und 400 mm um 8 bis 15%); von dieser Abhlingigkeit gibt die Theorie gar
keine Rechenschaft; die VoigTache tut es teilweise, soweit die in thr vorkommenden
Eonstanten eine Vergleichung zulassen.

For Kugeln liefert die Theorie von Herrz fOr die StoBdauer zwischen
gleich grofen und stofflich gleichen Kugeln die Formel (66) Die Beobachtungen
von HampurGEr und ScHNEEBELI liefern eine hiermit ziemlich gut dberein-
stimmende Abhangigkeit der StoBzeit von Stahl- und Messingkugeln von R und «,
und diese Ubereinstimmung erstreckt sich einigermaBen auch auf die absoluten
Werte von 7. Bei Messingkugeln (R = 18mm, ¢ = [8,4-107%-98107%] in kg
und mm, £ = 10000, g = }) ergab sich z. B.

e s —

Gmhwlndi;mt I 787 | 1229 | 1921 | 205mm
‘Stolzeit, berechnet . : | 0,000185 | 0,000167 | 0,000158 | 0,000140 sec
n  beobachtet . . | 0,000198 | 0,000173 | 0,000157 | 0,000148 sec

Der Kuriositit halber sei nach Hertz angefihrt, daB, wahrend bei den dem
Experiment zuginglichen Verhiltnissen die StoBzeit sehr klein ist, sie bei zwei
Stahlkugeln von der GroBe der Erde und einer Anfangsgeschwindigkeit von
10 mm nicht weniger als nahezu 27 Stunden betragen wirde.

Eine andere Methode hat peuerdings Nerjusow? angewandt; die ruhende
Kugel war zur Erde abgeleitet, die stofiende mit einer auf ein bestimmtes
Potential geladenen bekannten Kapazitdt verbunden; es wurde die Zeit bestimmt,
wihrend deren sich das Potential um einen gewissen Betrag vermindert For
Stahlkugeln ergab sich gute Ubereinstimmung mit der Herrzschen Formel, die
die kleinen Abweichungen sollen sich durch die endliche GroBe der Deformationen
erkliren; bei Kupfer- und Messingkugeln erhielt man zu stark schwankende Werte,
um Schlisse ziehen zu kdnnen.

SchlieBlich ist noch eine umfangreiche Untersuchung von Tarr? anzufihren.
Der stofende Kérper war ein fiinf Pfund schwerer Holzk&rper, der ruhende ein
mit der Basis fest gekitteter, an der oberen Endfliche schwach gewdlbter Zylinder
aus Platanenholz, Guttapercha, Kautschuk oder Kork; der Holzblock fiel zwischen
Leitschienen hemnieder. Ein mit ihm verbundener Stift verzeichnete auf einer
mit einem rotierenden Schwungrade verbundenen geschwirzten Glastafel auflerhalb
der StoBzeit einen Kreis, wahrend dieser dagegen eine den Kreis 2u Anfang
und Ende schneidende Kurve, so daB aus der Tourenzahl des Schwungsrades die
StoBdauer ermittelt werden konnte. Die Kurve lieB sich, wenn r und & Polarkoor-
dinaten sind, in der Form r = a 4 48" darstellen; a hat fir jeden Rockprall und
Riackfall denselben Wert, andert sich aber von einem Falle zum nichsten; & da-

1 M. HauBURGER, Bresl. In.-Diss, 1885 u, WiED. Ann. 28, 653. 1886. — ® W, NEL-
uveow, Jowrn, russ, phys-chem. Ges. 834. 561. 1902, — 3 P, G. TaiT, Proc. Edinb. Soc. 17.
ifgs. 188g; Trans. Edinb, Soc. 838. 1. 225. 1891,
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gegen hat for alle Fille einen und fiir alle Rickpralle einen anderen gemein-
samen Wert. Bei einer Stofigeschwindigkeit von 16 FuB in der Sekunde schwankte
die StoBdauer zwischen !/, Sekunde fur Kork, !/,4, for Kautschuk, !/, for
. Platanenholz bis zu !/, for Hartgummi. Bei Kork und Guttapercha zeigte
sich die Anomalie, daB mit Verminderung der StoBgeschwindigkeit bis auf acht Fuf
die StoBdauer zwar wuchs, bei weiterer Verminderung aber wieder abnahm.
StoBfliche. Die zweite der fir den StoBvorgang charakteristischen GroBen
ist die StoBfliche oder Druckfliche, d. h. diejenige Fliche, in der wahrend des -
Zustands der stirksten Kompression Druckwirkung zwischen den Ko&rpern besteht.
Diese Flache ist im allgemeinen gekrimmt und nur bei zwei nach Form und
Stoff gleichen K&rpern eine Ebene. Am interessantesten und zugleich am
leichtesten festzustellen ist ihr Rand, die StoBfigur oder Druckfigur. Nach der
Theorie von HEertz ist sie eine Ellipse, und speziell fir Kugeln ein Kreis mit
dem durch (67) bestimmten Radius; Hertz selbst fand diese Formel fir Glas-
linsen und Glasplatten (und eine ahnliche ftr Glaszylinder, die sich lings eines
Stiickes der Mantelflache berithrten) durch Beobachtung mittels RuBtiberzugs gut
bestatigt. Fiir die von ScHNEEBEL! aneinander gepreBten Kautschukkugeln
sollte /== 1,84 mm sein, und in guter Ubereinstimmung ergab das Experiment
mit Hilfe von Farbung durch Platinchlorlir /= 1,42; beides bei p = 2000 kg.
Nach der Formel soll der Radius der StoBfliche dem Radius der Kugeln
proportional sein und schwach wachsen mit der Geschwindigkeit des StoBes,
noch schwicher direkt mit der Dichte, verkehrt
mit £ und g. Ahplich verhilt es sich, wenn
die beiden Kugeln von verschiedenem Radius
und Material sind, wenn z. B. eine Kugel gegen
eine ebene Platte stdBt. Auch einige der
hierauf bez(iglichen Ergebnisse fanden SCHNEE-
BELI und HAMBURGER durch den Versuch
(ersterer mittels paraffinierter Stahlkugeln, letz-
terer mittels Elfenbeinkugeln und beruBten
Glasplatten) bestatigt. Die (etwa zehnmal ver-
groBerte) Abbildung einer solchen StoBfiiche
nach HAMBURGER (Figur 268) zeigt infolge der
Dicke der RuBschicht den Unterschied zwischen
Druckfliche und bloBer Berithrungsfiiche; auf
ersterer (im inneren Kreise) ist der RubB teilweise
festgepreBt, aufl letzterer ist er fast ganzlich fort-
genommen (mittlerer Ring); endlich bildet sich auBen noch ein Wall fortgeschleu-
derten RuBes; die wirkliche StoBflache ist die innerste Kreisflache. — VINCENT (a.a. 0.)
findet for Kugeln, die auf Platten aufschlagen, den Durchmesser des Eindrucks pro-
portional mit dem Kugelradius und mit der Quadratwurzel aus der StoBgeschwindigkeit.
Kompression und Druck. Diese letzten, fir den StoB charakteristischen
GroBen sind begreiflicherweise am schwersten exakt zu messen, und es liegen
darber nur wenige Angaben vor. So findet VINCENT (a. a. O.) den Druck bei
Blei und Paraffin auf den Kontaktflichen konstant, das Volumen des Eindrucks
proportional mit der kinetischen Energie unmittelbar vor dem StoBe. — RINGEL-
MANN !, der den Druck beim Aufschlagen durch ein selbstregistrierendes Dynamo-
meter maB, fand, wenn m das Gewicht und ¢ die Geschwindigkeit ist, den
Druck p = 13,55m¢ in Kilogrammen und Metern. — SchlieBlich sei auf eine
Arbeit von ScBOENTJES® dber die Deformationen von hohlen Halbkugeln durch
StoBe hingewiesen, die jedoch mehr in die Lehre von der Festigkeit gehort.

Figur 268,

'ammosuuum, C. R. 187. 644. 1903. — 2 H. ScHOENT)ES, Bull, Acad. Belg. (3) 20.
295. 1890,




