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Ueber die Bertthrung fester elastischer Korper.
-(Von Herrn Heinrich Heriz.)

In der Theorie der Elasticitiit werden als Ursachen der Deforma-
tionen theils Krifte, welche auf das Innere der Kiorper wirken, theils auf :
die Oberfliche wirkende Druckkriifte angenommen. Fiir beide Arten von "
Kriften kann der Fall eintreten, dass dieselben in einzelnen unendlich kieinen
Theilen der Korper unendlich gross werden, so zwar, dass die Integrale
der Krifte iiber diese Theile genommen einen endlichen Werth behalten.
Beschreiben wir alsdann um den Unstetigkeitspunkt eine geschlossene Fliche,

' deren Dimensionen sehr klein gegen die Dimensionen des ganzen Kirpers 5
sind, sehr gross hingegen im Vergleich zu den Dimensionen des Theils, i
welehem die Krifte angreifen, so konnen die Deformationen ausserhalb und
innersalb dieser Fliche ganz unabhingig von einander betrachtet werden.
Ansserhalb hiingen die Deformationen ab von der Gestalt des Gesammi-
kirpers, der Vertheilung der iibrigen Krifte und den endlichen Integralen
der Kraftcomponenten im Unstetigkeitspunkte, innerhalb hingen gle nur ab
von der Vertheilung der im Innern selbst angreifenden Krifte. Die Drucke
und Deformationen ir: Innern sind gegen die im Aeussern unendlich gross.

Im Folgenden wollen wir einen hierher gehorigen Fall behandeln,
der praktisches Interess: hat®), den Fall namlich, dass zwel elastische iso-
trope Korper sich in einem sehr kleinen Theil ihrer Oberfliche beiiibren,
and dureh diesen Theil einen endlichen Druck der eine auf den andern aus-
iben. Die sich beriihrenden Oberfiichen stellen wir uns als vollkommen
olatt vor, d. h. wir nehmen nur einen senkrechten Druck zwischen den sich
beriihrenden Theilen an. Das beiden Korpern nach der Deformation ge-
meinsame Stiick der Oberfliche wollen wir die Druckfliche, die Begrenzung

#) Vgl. Winkler, Die Lohre von der Elasticitit und Fes‘mgkelt Prag 1867; 1, p. 43.
Grashof, Theorie der Elastcitit und Festighkeit, Berlin 1873; p. 49— 54.
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dieses Stiicks die Druckfigur nennen. Die Fragen, deren Beantwortung uns
naturgemiss zundchst obliegt, sind die nach der Fliche, von welcher die
Druckfliche ein unendlich kleiner Theil ist*), die Frage nach der Form
und absoluten Grosse der Druckfigur, die Frage nach der Vertheilung des
senkrechten Drucks in der Druckfliche. Von Wichtigkeit ist die Bestim-
mung der Maximaldrucke, welche in den an einander gepressten Korpern
vorkommen, insofern von diesen es abhingt, ob der Druck ohne bleibende
Deformation ertragen wird; von Interesse ist endlich die Annitherung der
beiden Korper, welche durch einen bestimmien Gesammtdruck hervorge-
rafen wird.

Als gegeben haben wir zu betrachten die beiden Elasticititsconstanten
eines jeden der sich berthrenden Korper, die Form und gegenseitige Lage
der Oberflichen in der Nihe des Berithrungspunktes, endlich den Gesammt-
druck. Unsere Maasse wollen wir so wihlen, dass die Druckfliiche endlich
erscheint, dann gelten unsere Betrachtungen fiir das ganze endliche Grebiet,
die Gesammtdimensionen der sich beriihrenden Kiorper aber haben wir uns
als unendlich vorzustellen.

Wir denken uns zuniichst die beiden Oberflichen in mathematische
Bertihrung gebracht, und zwar so, dass die gemeinsame Normale parallel
ist der Richtung des Druckes, welchen der eine Korper auf den andern
ausiiben s¢ll. In der gemeinsamen Tangentialebene richten wir das ortho-
gonale geradlinige System der @, y ein, dessen Nullpunkt der Bertihrungs-
punkt sein soll, die dritte senkrechte Coordinate heisse z. Der Abstand
jedes Punktes der beiden Oberfiichen von der Tangentialebene in der Nihe
des Berithrungspunktes, d. 1. i1 ganzen endlichen Gebiet, wird dureh eine
homogene Function zweiten Grades in = und y dargestellt sein. Es vird
daher-auch der Abstand zweier correspondirenden Punkte der beiden Ober
fldchen durch eine solche Fuiction dargestellt sein, und zwar wollen wi:
das System der @ und y so drehen, dass aus der letzigenannten Function
das Glied in zy wegfillt.

Wir ktnnen dann die Gleichungen der beiden Oberfiichen schreiben:

*) Im Allgemeinen #ndern sich die Krimmungsradien der Oberfliche eines defor-
wirten Korpers nur unendlich wenig, in unserem speciellen Fall hingegen indern sie
sich um endliche Grossen, und hierin liegt die Berechtigung obiger Frage. Beriihren
sich z. B. zwei gleiche Kugeln von gleichem Material, so gehort die Druckfliche einer
Ebene an, also einer Fliche, die von jeder der sich beriihrenden Oberflichen ihrer
Natur nach verschieden ist. ' '
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5, = A+ Czy+ By, = A,z*+ Cxy + B.y’,
und wir haben fiir den Abstand correspondirender Punkte beider Oberflichen
5,—5, = Ac*+ By®, wo A= A,—4,, B=B,—B, und alle 4, B, C als ver-
schwindend klein zu betrachten sind*). A und B haben nach der Bedeutung
der Grosse z,—z. das gleiche Vorzeichen; wir wollen dasselbe als positiv
annehmen. Dies fillt zusammen mit der Bestimmung, dass die positive z-Axe
in das Innere desjenigen Korpers gehe, auf welchen sich der Index 1 bezieht.
Wir denken uns weiter in jedem der beiden Korper ein besonderes
mit dem betreffenden Korper im Unendlichen starr verbundenes rechtwinklig-
geradliniges Coordinatensystem, welches wihrend der mathematischen Be-
rithrung der Oberfliche mit dem entsprechenden Theile des bisherigen Systems
der zys zusammentfilllt. Bei einem auf die Korper ausgeiibten Drucke werden
sich diese Coordinatensysteme parallel der z-Axe gegen einander verschieben
und zwar wird ihre Verschiebung gleich sein der Anngherung der von der
Druckstelle unendlich entfernten Theile beider Korper. Es wird nicht nothig
sein, fiir diese Coordinatensysteme besondere Bezeichnungen einzufiihren.
Die Ebene z = 0 injedem dieser Systeme ist der Oberfliche des betreffenden
Korpers im Fndlichen unendlich nabe und kann daher als die Oberfliche
selbst angesehen werden, ebenso die Richtung der z-Axe als die Richtung
der Normale zu dieser Oberfliche.
Fs seien & 7, { die Verschiebungen nach z, g, 25 mit ¥, werde die
i iruckcomponente in Richtung der y bezeichret, welche in einem Flichen-
ctemente, dessen Normale die z-Richtung hat, 7on dem Korpertheile, in dem
Kkleinere Werthe besitzt, auf denjenigen, i dem = grosser ist, ausgetibt
ird, und die analoge Bezeichnung gelte fir ¢ie tibrigen Druckcomponenten;

s seien endlich K,6, und K, 6, die Elasticit: scoefficienten des einen und

%) Es seien g, und o, die beiden reciproke: Hauptkriimmungsradien der Ober-
fAsche des einen Korpers, positiv gerechnet, wenn die zugehorigen Kriimmungsmittel-
punkte im Innern dieses Kdrpers liegen, ebenso s.ien g, und g, die beiden Haupt-
kriimmungen der Oberfliche des andern Korpers, endlich sei o der Winkel, welchen -
die Ebenen der Kriimmungen o,, und g,, mit einander bilden. Dann ist

2(A4B) = 0,110 O T s
2<A-B) = V(Qu—'912)2+2(011'—912)(921—922)0052‘”+€Qz1—gzz)2'

Fiihren wir einen Hillfswinkel z ein durch die (Gleichung cosT = A—'—B , 80 ist
T

¢ . T 0 T
24 :<911+912+921‘T’\022>005277 2B = (911‘:_@12"‘7921_‘1—92:)&11 '§"
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des andern Kiorpers. Allgemein mogen die Grossen, welche sich auf den
einen oder den andern der beiden Korper beziehen, durch die Indices 1 und
2 unterschieden werden; wo die Rechnungen sich gleichmissig anf beide
beziehen, lassen wir die Indices fort. Wir haben nun folgende Bedingungen
fiir das Gleichgewicht.
1) Im Innern jedes Korpers muss sein
0= 4§+(1+20)%, 0= m;+(1+29)—§7", 0= AL+ (1+26) %%,
(o
e
und zwar ist in 1 fiir 8 6., in 2 fiir 4 6, zu setzen.
2) An den Grenzen miissen die folgenden Bedingungen erfiillt sein:
@) Im Unendlichen verschwinden §, m, £, da hier unsere Coordinaten-
systeme mit den Korpern starr verbunden sind;
b) fiir z =0, das heisst fiir die Oberflichen der Korper, miissen die
Tangentialkrétfte, die senkrecht zur z-Axe sind, verschwinden, also:
V=—R(G+5)=0, x——k(EL%)_
: dz ' oy ’ dr ' 9z ’

. ©) fiir 5= 0 muss ferner ausserhalb eines gewissen Theils dieser Ebene,
nidmlich ausserhalb der Druckfliiche, auch die Normalkraft verschwinden,
also ein '

| z. = 2K (% 4-60) =0,
Innertalb jenes Theils muss sein '
Z:l = Z;z-

Die Vertheilung des Druckes in Jenem Theil kennen wir nicht, dafiir haben
wir Lier eine Bedingung fiir die Verschiebung £: |

d) Bezeichnet nimlich « die Verschiebung gegen einander der beiden
Coor-inatensysteme, auf welche wir die Verriickuagen beziehen, so ist der
Abstand eorrespondirender Punkte beider Oberfisichen nach der Deformation
gleich Az*+ Byt L—L—«, und da innerhalb der Druckfliiche dieser Abstand
verschwinden soll, muss obiger Ausdruck gleich Null sein, also sein:

X

—C = e—A2'—By' = 6 —5,4 5,

¢) Zu den aufgeziihlten Bedingungen treten dann noch die, dass im
Innern der Druckfliiche Z, iiberall das positive Vorzeichen habe, so wie
die, dass ausserhalb der Druckfléiche £,—7, ~ a—Ax*— By sel, da sonst der

eine Korper in den andern iberquellen miisste.
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f) Endlich muss das Integral f Z.ds, genommen iber den von der

Druckfigur begrenzten Theil der Oberfiiche gleich dem gegebenen Gesammi-
druck, den wir p nenmen wollen, sein.

Die besondere Form der Oberfliche der beiden Korper kommt nur
in der Grenzbestimmung 2) d) voT, abgesehen von dieser verhilt sich jeder
derselben wie ein unendlich grosser Korper, der den ganzen Raum auf einer
Seite der Ebene z =0 ausfiillt, wihrend auf diese Ebene nur senkrechte
Drucke wirken. Das Gleichgewicht eines solchen Korpers betrachten wir
daher niher. Sei P eine Function, welche innerhalh des Korpers der Glei-
chung 4P =0 geniigt, im Besonderen wollen wir uns P vorstellen als Po-
rential einer auf der Ebene =0 im Endlichen vertheilten Elektricitdtsmenge.

1= - 1§+ K(1—1{~26) {Z/iPdE_J%’

wo i eine unendliche Grosse sein soll und J eine Constante, die s0 gewihlt
ist, dass I7 endlich wird, Zu diesem Behufe wird J gleich sein miissen dem
natirlichen Logarithmus von i, multiplicirt mit der Gesammimenge freier Elek-
tricitit, die dem Potentiale P entspricht. Aus der Festsetzung fir I7 folgt:

Sei ferner

Tl

2 OGP
A= —Fa
Wir setzen nun, nach Einfilhrung der Abkiirzung
2(1+6) _
KE1+20)
i= 2 77:%1_ r=L roop
P 2 oP

_ yga9et .
0= A+28 —= = "R 20) o

Man iiberzeugt sieh .eicht, dass das vorgelegte System von Verschiebungen

den fir & 7, C aufgestellten Differentialgleichungen gentigt, rnd dass in der

Unendlichkeit diese Verschiebungen verschwinden. Fiir die Componenten

der Drucke erhalten wir:

e

(o'l 20 cP a*ii
I— 1‘____0 A — = ——'2 =
- ((E= ) azt X, Kedy
, (oI 20 oP) - 611 6P G*P
_ _oglel — ol L9 T =2z
7, Ki gy | K(1+20) o= 2 X, 21 {6xcs ¥ Gx! "7 dzoz’
e - O°IL 2(2+36) 6P _ o &' 4 9Py _ o, o°P
Z.=—2h 7> TRA26) &5 1 Y= ABQ&y&z 38y§—“ Oy oz
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Aus den beiden letzten Formeln folgt, dass fiir das vorgelegte System in
der Ebene z =0 die zur z-Axe senkrechten Tangentialkrifte verschwinden.

<

Wir bestimmen noch die Verschiebung £ und den Normaldruck Z. fiir die
Ebene z = 0; wir finden

oP
C = {9P; Z: = '—2?

z
~

Die Dichtigkeit der Elektricitit, welche zum Potentiale P gehort, ist gleich

L 5P, wir erhalten daher den Satz: Die Verschiebung ¢ in der Ober-

27 Oz
fliche, welche dem Normaldruck Z, entspricht, ist gleich dem%fachen des
Potentials, welches zn einer dem Druck Z. numerisch gleichen elektrischen
Dichtigkeit gehort,

Indem wir nun die Betrachtung der beiden Korper wieder aufnehmen,
denken wir uns die Elektricitit, deren Potential P ist, nur in einem begrenzten
Theil der Ebene 5 = 0 verbreitet, setzen I7, und 11, den Ausdriicken gleich,
die aus dem fiir 77 gegebenen Ausdruck entstehen, wenn den Zeichen X
und & der Index 1 oder 2 gegeben wird, und machen:

. ¢l oIl . éll
Si= ég 0 = Byl ros= 85! T29,P,

’ , ol, clI . all
So = — 2 2 = — ?. /:():_"2._' ok,
: oz 7 dy = Tabd 29.P,

woraus fiir z =0 folgt:
5P 5P
Zl:’glpg Z?:lgi’P; Zn:_? coiﬂ' ) Z52:2;,, )

Bei dieser Annahme wird den gemachten Auseinandersetzungen zufolge den Be-

auf beiden Seiten der Ebere

dingungen 1), 2) a) und 2) &) geriigt. Da %
z =0 entgegengesetzte Werthe Lat und verschwindet ausserhalb der elel-
trischen Fliche, deren Potential P ist, so sind durch den gemachten Ansatz
auch die Bedingungen 2) ¢ erfillt, falls die Druckfisiche die mit Elekiri-
citdt belegte Fliche ist. Daraus, dass P an der Fliche z — 0 stetig  ist,
folgt ferner fiir diesen Werth von 5: % 5+9.5,=0. Nach der Bedingung
2) d) aber haben wir fiir die Druckfliche: £,—7, = 0—35,+5,. also wird hier:

< l?] | 5 e . ‘99 - -
L= m (‘1“@174’2)7 be = — ’m (c 51T %)

Die Gleichung der Druckflsiche ist, wenn wir von einer Constanten, die von
der Wahl des Coordinatensyster.s abhingt und daher bedeutungslos ist, ab-
Journal fiir Mathematik Bd. XCII. Heft 2 21
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sehen, 5 = 5,+{, = 5,+5,, also entwickelt ($,+9%,)z = G5+ 5 Hiernach
ist die Druckfliche Theil einer Fliche zweiten Grades, die zwischen den
sich bertihrenden Flichen in deren undeformirtem Zustande liegt, sie ist
shnlicher der Begrenzung desjenigen Korpers, dessen Elasticititscoefficient
grosser ist; sind beide Korper von demselben Material, so ist sie geradezu die
Mittelfliiche zwischen deren Oberflichen, da dann 2z = 3+ 5, wird.

Wir machen jetzt eine bestimmte Annahme iber die Anordnung der
Elektricitit, deren Potential P ist. Sie sei verbreitet auf einer Ellipse, deren

Halbaxen ¢ und & in die Richtung der Axen der = und y fallen, mit einer
Dichtigkeit, die gleich

23

ist, das heisst so, dass sle aufgefasst werden kann als eine Masse, die mit
gleicher riumlicher Dichtigkeit ein unendlich abgeplattetes Ellipsoid erftillt,

Es ist dann

bezeizhnet. Fir das Innere der Druckfliche, wvlche durch die genannte
Ellipse begrenzt wird, ist # =0, also P=L—Ma'—Ny’, wo L, M, N ge-
wisse bestimmte positive Integrale bedeuten. Die Bedingung 2) &) ist dem-
rach erfiillt, wenn wir ¢ und & so bestimmen, da:s

G+ F)M=A, (9+9)N-=B
wird  was immer moglich ist. Die in der Bedi:gung vorkommende Uu-
bek -ante « bestimmt sich dann durch die Gleiching

(G4 Gu) L = o .

Dass die erste der Bedingungen 2) e) erfiillt ist, folgt unmittelbar aus der

Gleichung

=z .2
z ¥

3 4/
Z: - 1/ 1_ a? b '

2nab
Um zu zeigen, dass es auch die zweite ist, ist zu beweisen, dass fiir z =0

o

Yy o=1, (9,+9)P > o— Az~ By’ ist. Zu diesem Zwecke be-

T
und =+
a* ' b




Herisz, iber die Beriihrung fester elastischer Horper. 163

achte man, dass hier:

vl o Ty
P=l-a—Ny- [ — ad v,
167 o, Va*£2.5° L7 4

[
und daher, da der Zihler des unter dem Integralzeichen stehenden Ans-
dracks im betrachteten Grebiete negativ ist, P> L—Maz*—Ny*.  Durch
Multiplication dieser Gleichung mit i+, folgt die, welche Wwir zu be-
weisen suchten. Dass endlicl; auch die letzte Bedingung 2) 7) erfullt ist,
ergiebt eine einfache Integration, wnd wir besitzen daher in der ange-
nommenen Form von P und dem zugehtrigen System der §7¢ eine allen
Bedingungen gentigende Lisung.
Die Gleichungen fiir die Axen der Druckellipse werden, explicite
geschrieben:
/ i du - A 16n / * du - B Uil .
G O T R G i i

oder, nach Einfithrung des Verhiltnisses a:4 = 4 nnd einer einfachern Um-

formung:

1 = dz 8z A 1 /= dz 87 B
—a—s‘{/ VR 157 :?3?1917"132 ’ EU/ m_;_]ﬁz,ﬂ)(m ) G+,
Durel Division wird eine transcendente Gleichung fiir das Verhiltniss 4
erhalien *).  Dasselbe hiingt nur ab von dem V erhiltniss 4: B, wnd man

*) Dis Auflssung dieser Gleichung und die Auswerthung der zur Bestimmung von
@ und & vothwendigen Integrale kann mit Hilfe der Legendreschen Tafeln ausgefiihrt
werdsn, cine dass neue Quadraturen pothig wiirden. Die immerhin weitliufige Rech-
nung wir fiir die meisten Fille Uberflissig gemacht dureh die folgende kleine Tabelle,
derev Einrichtung diese ist. Driickt man die Grossen A und B in den Gleichungen
fir @ und b dureh die Hauptkrimmungen ungd den in einer fritheren Anmerkung ein-
geftibrter Hiilfswinke] 7 aus, so lassen sich die Autlosungen Adieser Gleichungen in der
Form darstellen:

3 3

T 1C R S ]
== / ; ) — \‘*“\\~

8(911_;"\0127-5)21_%-@22) 8(@117912+921+@2z)

Wo g und v transcendente Functionen des Winkels 7 sind.  Die Tabelle giebt nun

die Werthe dieger Functionen fir zehn Werthe des in Winkelgraden angegebenen

Argumentes 7. .

r;9of80;70;eofso
“ 11,0000 11278 | 1,2830 | 14858

v 17.0000,0,8927 10,8017 | 0,7171 | 0.6407

o

Sp(%, +9,)

P R T — on . ...
] 1,7042{2,1304 12,7307 83,7779 | 6,6120 | infinitum
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erkennt leicht aus der Bedeutung, welche wir den Kriften und Verschie-
bungen untergelegt haben, dass die Druckellipse immer ldnglicher ist, als
die Ellipsen, in welchen der Abstand der beiden Korper constant ist. Fiir
de absolute Grosse der Druckfliche folgt, dass dieselbe bei gegebener Form
der Oberflichen proportional ist der dritten Wurzel aus dem Druck, sowie
der dritten Wurzel aus der Grosse 9+ 3. Fiir die Anngherung der Korper
durch den Druck haben wir nach dem Vorigen:

Bp &+, * ds

87 a il }’/mm

Fithren wir die Multiplication mit der Summe %+ &, aus, so zerfillt ¢ in
zwei Summanden, die eine besondere Bedentung haben; es sind die An-
piherungen des Nullpunktes an die unendlich ent fernten Theile des einen
und des anderen Korpers; wir konnen sie bezeichnen als die Einsenkungen,
&e der eine und der andere Korper erlitten hat. Bei gleicher Gestalt der
sich berithrenden Oberflichen ist die Anniherung proportional der §ten Po-
tenz des Drucks und der gleichen Potenz der Grosse i+ 9 Aendern 4
und B unter Beibehaltung ihres Verhltnisses ihren absoluten Werth, so
sndern sich die Dimensionen der Druckfliche umgekehrt wie die dnt en
Wurzeln aus diesem Werth, die Annsherung direct wie diese Wurzeln.
Werden A und B unendlich, so wird auch die Anniherung wnendlizh. Korper,
welche sich mit scharfen Spitzen beriihren, dringen in einander .1

Hieran ankniipfend wollen wir die Beanspruchung desjenicen Iile-

vielehes sich im Anfangspunkte unseres Cocrdinaten-
. . g . ¢ & c¢
systems befindet, indera wir die drei Ausdehnungen —-, 8;7’ >

Wir haben zundehst ir den Nullpunkt:

mentes bestimmen,
suchen.

wl

R -/ U AL
E(i+20) o3 SE(1+20)7 ab’
o¢ 1 ok 3p 1
Be T E(120) 65 4K(A+20)m ab ~

Weiter haben wir fiir die Ebene z=0:

ol 81 1 ” 1 “
=z 1T ey = K<«1+26)/ Pdz = 21((14.20)_/ Pdz.

cxr '

Wy

Man erkennt, dass in der gedachten Ebene & und 7 proportional sind den
Kriften, welche ein unendlicher elliptischer Cy linder ausiibt, der auf der
Druckfliiche steht und dessen Dichtigkeit nach innen zunimmt nach der-
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selben Gesetz, nach welchem der Druck in der Druckfiiche zunimmt, Im
Allgemeinen sind also & und 7 durch verwickelte Funetionen gegeben; fiir
die Punkte, welche der Axe nahe liegen, lassen sie sich indessen leicht be-
rechnen. Wir schneiden um die Axe einen sehr diinnen Cylinder heraus,
dessen Mantelfliche der Mantelfiiche des ganzen &dhnlich ist; diesen Cy-
linder konnen wir als homogen betrachten, und da der dussere Theil auf
die Punkte im Innern keine Anziehung austibt, so miissen die Componenten
der in Rede stehenden Krifte, und also auch & und 7 fiir die verschiedenen

Punkte gleich sein einer Constanten, multiplicirt mit respective % und ~‘Z—

. . .
oé o . .
Daraus folgt g-—= —68777 = 0. Andererseits haben wir

cx
O om _,_ G 3 1
Sz ' Jy oz AK(1--20)m  ab

Hieraus finden wir nun fir die drei Grossen, die wir suchten,

o8 _ 3p 1

gz = T AEA+20)n atariy

on _ 3p L 1

Sy T T AEA+20n larb)
' 5§ __3p 1

os 4K+ 20)a ab

Das negative Vorzeichen dieser drei Grossen zeigt an. dass das in Frage
stehende Element in allen drei Richtungen comprimirt wird. Die Com-
pressionen sind der dritten Wurzel aus dem Gesammtdruck proportional.
Aus ihnen sind leicht die Drucke im Anfangspunkte zu bestimmen. Diese
Drucke sind die grossten, welche tiberhaupt in den gepressten Korpern vor-
kommen; man kann daher beaaupten, dass ein Ueberschreiten der Elasti-
cititsgrenze nicht eher statthahen wird, als bis diese Drucke von der Ord-
nung derjenigen werden, weiche ein solches Ueberschreiten veranlassen
ktnnen. In plastischen Korpern, z. B. in den weichen Metallen, wird dies
Ueberschreiten zunsichst in einer seitlichen Ausweichung, verbunder mit
danernder Compression bestehen, dasselbe wird daher auch nicht eine ns
Unendliche wachsende Storung des Gleichgewichts zur Folge haben, sondern
die Druckfliche wird sich so lange tiber das berechnete Maass hinaus ver-
grossern; bis der Druck auf die Flicheneinheit hinreichend klein geworden
ist, um ertragen zu werden. Schwieriger ist es, die Erscheinung in sproden
Korpern, wie hartem Stahl, Glas, Krystallen zu bestimmen. in welchen eine

s
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Ueberschreitung der Elasticititsgrenze nur als Entstehung eines Risses oder
Sprunges, also nur unter dem Einfluss von Zugkriften aufiritt. Von dem
oben betrachteten Element, als von einem allseitig comprimirten kann ein
solcher Sprung nicht ausgehen, und es ist bel unserer heutigen Kenntniss
von der Festigkeit sproder Korper tiberhaupt nicht moglich, genan dasjenige
Element zu bestimmen, in welchem die Bedingungen fiir das Zustandekommen
eines Sprunges bei wachsendem Druck zuerst auftreten. Indessen zeigt eine
eingehendere Discussion so viel, dass in Korpern, welche in ihrem elasti-
schen Verhalten dem Glase oder harten Stahle #hnlich sind, bei weitem die
stirksten Zugkrifte in der Oberfliche und zwar am Rande der Druckfigur
auftreten. Es wird durch eine solche Discussion wahrscheinlich, dass der

erste Sprung an den Enden der kleinen Axe der Druckellipse entsteht und

senkrecht zu dieser Axe am Rande der Druckellipse entlang liuft.

Die gefundenen Formeln werden besonders einfach fiir den Fall, dass
beide sich beriihrenden Korper Kugeln sind. In diesem Fall gehort auch
die Druckfliche einer Kugel an. Ist ¢ der reciproke Radius der letzteren
und sind o, und ¢, die reciprcken Radien der sich beriihrenden Kugeln, so
besteht die Beziehung (9,+8,)¢ = &,9,+ &, 0., welche fiir Kugeln aus glei-
chem Material in die einfachere 2¢ = g,+ 9. itbergeht. Die Druckfigur ist
ein Kreis, dessen Radius wir ¢ nennen wollen. Setzen wir

2 2
5
2 I

rty=r ! =1
Y= af+u ' w ?

p 9P f a’+u u T
£ T = sty
167 (&®+w)Vu

welehes Irtegral sich anch in geschlossener Form dar tellen lidsst.
Man findet nun leicht fiir den Radius des Druck kreises e und fiir die

Anndherung o der Kugeln sowie fiir die Verschiebung £ in der Fliiche z = 0,

80 wird

innerhalb des Druckkreises:
3

.

/W—:@j Sp (791 +{}‘2 bl 3[] 2&2_7,2
= Teosey “= M0 FEm I

Ausserhalb des Druckkreises wird £ durch eine etwas verwickeltere, einen
arctg enthaltende I'unection dargestellt. Sehr einfache Ausdriicke ergeben
sich fiir § wnd # in der Fliche z = 0. Fir die Verdichtung in der Fliche

3p Vai—r

z = t S — innerhall ruckkreises
z=0 findet man o SEAL96)7 innerhalb des Druckkreises,
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ausserhalb desselben ist o= 0. Fiir den Druck Z. innerhalh des Druck-
kreises wird erhalten

/T o
7 3p Vai—p?
L

Im Mittelpunkte hat man

. 3p v v _ 1+46 Sp.
L= gmas L=Y= g o

Die erlangten Formeln lassen sich ohne Weiteres auf besondere Fille
anwenden. Fiir § kann man in den meisten Korpern mit hinreichender Ap-
ndherung 1 setzen. K wird dann gleich & des Elasticitétsmoduls, ¢ wird
gleich 42 des reciproken Werthes des Elasticitsitsmoduls ; in allen Korpern liegt
¢ zwischen dem Dreifachen und dem Vierfachen dieses reciproken Werihes,

~ Presst man beispielshalber eine Glaslinse von 100 Meter Radius durch das
Gewicht eines Kilogrammes gegen eine ebene Glasplatte (unter welchen
Umstinden der Radius des ersten Newtonschen Ringes gleich ca. 5,2 Milli-
metern wird), so erhilt man eine Druckfiiiche, die einer Kugel von 200 Meter
Radius angehort, der Radins des Druckkreises ist 2,67mn die Anngherung
der beiden Glaskérper Dbetriigt nur 71 Millonte] Millimeter, der Druck Z.
in der Mitte der Druckfliiche ist gleich 0,0669 Kilogramm pro Quadratmilli-
meter, die dazu senkrechten Drucke X, und ¥, betragen ca. ¢ obigen Werths,
Denken wir uns ais zweites Beispiel eine Reihe von Stahlkugeln vom Radins
R durch ihre rigene Schwere gegen eine horizontale starre Platte gepresst,
s0 findet man sebr nahezu, in Millimetern gerechnet, den Radius des Druck-

3
Py

kreises ¢ = ;1 V3% also fiir eine Kugel vom Radius

1mm7 1m’ 1km, 10001:1137

wird
@ = Ca. 7glgg™, 1(0mm 100= " 1000km,

oder

.
10

b

— L 1
&= T009 0

=l

des Radius. Bei Kugeln, deren Radius grosser als 152 ist, betriigt der Radius
des Druckkreises schon mehr als 7o des Radius der Kugel.  Auf solehe
Verhiltnisse finden unsere Rechnungen keine Anwendung, da wir eben dies
Verhiltniss als einen kleinen Bruch voraussetzten. Aber eben dass in Kugeln
von dieser Grisse bei kleinen Deformationen ein Gleichgewicht nicht mehr
miglich ist, zeigt, dass ein solches tiberhaupt nicht zu Stande kommen kann.
Denken wir uns als ein anderes Beispiel zwei Stahlkugeln von gleichem

ST
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Radius B an einander gelegt und nur durch die gegenseitige Gravitation
an einander gepresst. Es ergiebt sich hier der Radius des Druckkreises

5

o = 0,000000378 VR, wenn in Millimetern gerechnet wird®).  Ist der Radius
der beiden Kugeln gleich 4,3 Kilometern, S0 wird ¢ = oo B, ist er gleich
136 Kilometern, so wird ¢ = v R. Zwischen beiden Werthen wnd nither
dem letzteren wird derjenige Werth von R liegen, fiir welchen die Elasti-
citsitskrifre aufhoren, der Gravitation das Gleichgewicht zu halten. Werden
Stahlkugeln von grisserem Radius an einander gelegt, so werden sie zer-
prechen, und zwar in Theile, deren Dimensionen von der Ordnung der eben
fir R angegebenen Werthe sind.

Zum Sehluss wollen wir von den erlangten Formeln eine Anwendung
machen auf den Sfoss elastischer Korper. Sowohl aus schon vorhandenen
Beobachtungen, als auch aus den Resultaten der gleich anzustellenden Be-
trachiungen folgt, dass die Stosszeit, d. h. die Zeit, wihrend welcher die
stossenden Korper in Bertihrung sind, wenn auch absolut sehr klein, dock
sehr gross ist im Verhdltniss zu derjenigen Zeit, welche elastische Wellen
nothig haben, um in den in Rede stehenden Korpern Léngen von der Ord-
nung desjenigen Theils der Oberfliichen zu durchlaufen, welcher beiden
Korpern in ihrer grossten Anniherung gemeinsam ist, und welchen wir die
Stossfisiche mennen wollen. Daraus folgt, dass der elastische Zustand beider
Korper in der Nihe des Stosspunktes wihrend des ganzen Verlaufs des
Stosses sehr nahezu gleich ist dem Gleichgéwichtszustand, den der zwischen
beiden Korpern in jedem Augenblick vorhandene Gesammtdruek bei lingerer
Dauer hervorbringen wiirde. Bestimmen wir daher den zwischen beiden
Korpern herrschenden Druck aus der Beziehung, welche wir zwischen diesem
Druck und der Anngherung in Richtung der gemeinsamen Normale frither
i robende Korper aufgestellt haben, and wenden im Uebrigen auf das
Tnnere jedes der beiden Korper die Differentialgleichungen  fir bewegte
elastische Korper an, so werden wir den Verlauf des Vorgangs mit grosser
Anngherung erhalten. Zu allgemeinen Siitzen konnen wir auf diese Weise
naturgemiss nicht kommen, wir erhalten aber eine Reihe solcher, wenn wir
jetzt die weitere Voraussetzung machen, dass die Stosszeit gross sei auch
gegen diejenige Zeit, welche die elastischen Wellen ntthig haben, um die

#) In diesen Rechnungen ist der Elasticititsmodul des Stahles zu QOOOOET", die
Dichtigkeit des Stahls zu 7.7. die mittlere der Erde zu f angenommen.
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ganzen Dimensionen der stossenden Korper zu’ durchlanfen. Ist diese Be-
dingung erfiillt, so bewegen sich alle Theile der stossenden Kobrper, mit
Ausnahme derjenigen, welche dem Stosspunkt wnendlich nahe liegen, wie
die Theile starrer Korper; dass die fragliche Bedingung in wirklichen Kip-
pern erfiillt sein kann, werden Wir aus unseren Resultaten nachweisen.

Wir behalten unsere Coordinatensysteme der zyz bei. Sei o die Com-
ponente in Richtung der z der Entfernung zweier Punkte des einen und des
andern Korpers, zweier Punkte, die so gewihlt sind, dass ihre Entfernung
von der Stossfliche klein ist gegen die Dimensionen der ganzen Korper,
gross gegen die Dimensionen der Stdssﬂéi,c-he; sei ferner e’ die Ableitung
von ¢ nach der Zeit. Ist nun dJ ‘diejenige Bewegungsgrisse, welche wiih-
rend des Zeitelements d¢ der eine Korper verliert, der andere gewinnt, so
ist, wie die Theorie des Stosses starrer Kb‘rper zeigt: do'= —kdJ, wo k
eine Grosse ist, die nur von den Massen der stossenden Kirper, ihren Haupt-
trédgheitsmomenten und der Lage der Heiupttriigheitsaxen zur Stossnormale
abhingt®). Andererseits ist dJ gleich dem Zeitelement df, multiplicirt mit
dem wihrend desselben zwischen den Korpern thitigen Druck. Dieser ist
aber gleich 4,¢% wo & eine aus dem Vorigen zu bestimmende Constante
ist, die nur von'der _Fo_fhi der Oberflichen und den Elasticititsverhiltnissen
in unmittelbarer Nihe des Stosspunktes abhédngt.  Sonach ist df = ket gs
und do’ = —k kot d, oder wenn wir integriven, und mit ¢, den Werth vop
o' unmittelbar vor dem Stosse bezeichnen:

C‘!Q“'a(;?";‘ kot = O,

welche Gleichung nichts anderes ist, als die der Erhaltung  der Energie.

Fir die grosste Anngherung der Kbrper ist ' = 0; setzen wir den ent-

=12 2

> . . oo 5 ~ . 5

sprechenden Werth von « gleich e, soist o, = <ﬁ) ; der zwischen den
by g

Kbrpern gleichzeitig aufiretende Maximaldruck ist Do = kol daraus ergehen

sich ohne Weiteres dje Dimensionen der Stossfliche.

*) Siehe Poisson, Traité de mécanique, II, Chap., 7. In der dort benutzten De-
zeichnungsweise ist die Copstante k, \
I | (beosy—ccos B . (ceosa—acosy) (acos f—beosea)®
b=t oy laspobeosa)”
L1 (beosy'—c'cos B)° (c'cosa’—a/cos y/)? , (@'eos f'—beose’)
D —— I s Bt
2

3

ND
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Um die Abhsngigkeit des Vorgangs von der Zeit zu gewinnen, inte-

griren wir nochmals und erhalten

; —_-‘/‘am» de
J Yar—ghhe?

Die obere Grenze ist s0 gewihlt, dass =0 wird fiir den Augenblick der
grossten Annsherung. Fiir jeden Werth der unteren Grenze ¢ erhilt man
durch das doppelte Vorzeichen der Wurzel zwei gleiche positive und nega-
tive Werthe von £ Ts ist sonach o eine gerade, o eine ungerade Function
yon £; unmittelbar nach dem Stosse entfernen sich die Stosspunkte in Rich-
ormalen mit derselben relativen Greschwindigkeit, mit welcher
sie sich vor dem Stosse einander ndherten. Nach derselben transcendenten
Funetion, nach weleher o von seinem Anfangs- auf seinen Endwerth tiber-
geht, gehen alle iibrigen Gesehwindigkeitseomponenten von ihren Anfangs-
werthen auf ihre Endwerthe iiber.

Die beiden Korper beriihren sich zundchst fir « =0, sie verlassen
e Dauer der Beriihrung oder

o

tung der N

sich, wenn @ wieder gleich 0 ist; sonach ist di

die Stosszeit

L

%m de / 25 Om
=2 —— = /o = —T
T== - = 21} Toa iR, 20

/ :
Vai—4h ko

wenn
1 de ,
n= [ == 14716
[§] Vl——é'i
emnach auf verschiedeie Weise unendlich werden,

ist.  Die Stosszeit kann d
e gross sein soll, gleich-

ohre dass diejenige Zeit, mit welcher verglichei: si
falls unendlich wiirde. Insbesondere wird die Srosszeit anendlich, wenn die
anfangliche relative Greschwindigkeit der stosse den Korper unendlich klein

ist; welches also auch im Uebrigen die Verhsltrisse eines gegebenen Stosses

in gewihlte Geschwindigkeiten werden die gege-

sind, fir hinreichend kle
benen Entwickelungen jede gewiinschte Genauigkeit besitzen. Allemal wird

diese Grenaunigkeit gleich sein derjenigen, welche den sogenannten Gresetzen
Korper fir den gegehenen Fall inne-
weier Kugeln von gleichem Radius B

wohnt. Fir den centralen Stoss z

Material von der Dichte ¢ werden die Constanten A und F:

3 s /B
b= 3Fmg b= o

und gleichem

gy e
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speciell fiir den Stoss zweier ‘gleichen Stahlkugeln vom Radins B wird
daher, wenn als Einheit der Linge das Millimeter und als Einheit der Kraft
das Gewicht eines Kilogramms henutzt wird:

logk, = 8,78 —3log R,

logk, = 4,03+ Llog R.
Daraus ergiebt sich dann fiir zwei solcher Kugeln, die mit einer relativen
Geschwindigkeit » zusammenstossen:

der Radius der Stossfidche . . . . . . . . a,=0,0020Reims,
die Stosszeit . . . . . Co . T =0,000024 R0 }sec,
der Gesammtdruck im Augenbhck der grossten
Anngherung . . . Co o pa = 0,00025 R ke,
der gleichzeitig im Stossmlttelpunkt helrgchende .
Maximaldruck pro Flicheneinheit . . . . p;:29,1v%m.
Betriigt beispielsweise der Radius der Kugeln 25mm die Greschwindigkeit
kg

min

10se¢ so wird a, = 0,182, T =0,00038%, p, = 2,47k p/ = 73000, Fiir

zwei Stahlkugeln von der Grossc der Erde. die e mit einer Anfangsgeschwindig-
mm

keit von 10sec zusammentrifen, wiirde die Dauer der Bertihrung nahe an

27 Stunden betragen.
B rlin, Januar 1881,

)
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