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B G_eschichte der Theorie des elastischen StoBes

Zum Beginnen, zum Vollenden
Zirckel, Bley und Winckelwage,
alles stockt und starrt in Hinden,
leuchtet nicht der Stern dem Tage.
GOETHE

1 Einleitende Bemerkuhgen

Nach BuLERs Publikationen 65 vergingen etwa 75 Tahre, bis man wieder begann, {iber
den StoBvorgang neue, theoretische Erkenntnisse zu gewinnen. Alle diese Theorien
kounen als Fortsetzungen (im verticfenden Sinne) entweder der mechanisehen Theoric
von WALLIS, WREN, HUYGENS und NEWTON, oder der elastischen Theorie von EULER
angesehen werden. Die letztere wird, da sie clastische Wellen erschlieBt, auch die
Wellentheorie des Stofes genannt. Das Kriterium der Trennung dieser StoBtheorien
istdurch das Verhiltnis der Laufzeit der elastischen Wellen in den stoBenden Koérpern
zuder Zeit des StoBablaufes gegeben. Ist es klein, was bei kleinen StoBgeschwindigkei-
ten zutrifft, so kann man mit der mechanischen Theorie arbeiten. Finen entscheiden-
den Impuls erhielt diese Theorie durch HemwricH HERTZ; wir kommen auf seine
diesbeziigliche Arbeit noch zuriick. Ist das erwiihnte Zeitverhiltnis dagegen grol3, so
werden die elastischen Wellen (Schwingungen) einen betrichtlichen Teil der von den
stoBenden Kdrpern mitgebrachten kinetischen Energie verzehren, so daB die elasti-
schen Wellen quasi als Storungen des eigentlichen StoBvorganges anzusehen sind. Zur
Wellentheorie des StoBes lieferten Franz NEUMANN und BARRE DE SAINT-VENaNT die
ersten richtungsweisenden Beitrige. Im Anschiufl an diese Theorien begannen auch
deren experimentelle Nachpriifungen, von denen erst dicjenige von CARL RAMSAUER -
(1879-1955) als klirend und wirklich erfolgreich bezeichnet werden kann.

2 Die StoBtheorie von Poisson

Dens Porsson (Bild 196) widmete der StoBtheorie in seinem Traité de mécanigue (Paris
1835} umfangreiche Ausfiihrungen. Sie befinden sich im zweiten Band der von
M. A, S1ERN besorgten deutschen Ubersetzung (1835/36), und zwar auf den Seiten 20
27 (1. Kapitel), 197-226 (7. Kapitel) und 257271 (8. Kapitel), Der an der ersten Stelle
angegebene Teil enthilt die auf dem Impuls- und Energiesatz basierende Theofie von
WaLLis, WREN und HuvGens. Insbesondere weist Poisson darauf hin, daB der Impuls-
satz wegen der allein in Betracht kommenden inneren StoRkrifte die Erhaltung des
Systemschwerpunktes beinhaltet. : :

Die Ausfiihrungen im 7. Kapitel (S.197-226) befassen sich mit dem Stof der Kdrper
beliebiger Gestalr. Aus dem mit dem d’Alembertschen Prinzip hergeleiteten Impuls-

& FuBnoten 44 und 45,
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und Drehmomentensatz gewinnt PorssoN die nétige Anzahl von linearen Gleichun-
gen, um aus j¢ drei Translations- und Winkelgeschwindigkeitskomponenten der
einzelnen Kdrper vor dem Stol die gleichen Geschwindigkeitskomponenten nach
dem StoB zu bestimmen. Diese Gleichungen werden fiir zwei stoBende Korper explizit
hingeschrieben. In diesem Falle sind es also zwdif lineare Gleichungen, die aber neben
den zwdlf unbekannten Geschwindigkeitskomponenten als dreizehnte Unbekannte
noch die an der StoBstelle auftrefende Normalkraft enthalten. Diese wird erst durch
die Fallunterscheidung «vollkommen unelastischer StoB» oder «vollkommen clasti-
scher Stof» bestimambar 66, . _ o
PoissoN macht auch einen Vorschlag, wie man, mit Hilfe eines experimentell zu
ermittelnden Faktors fiir die Normalkraft das zwischen den beiden Idealfillen lie-
gende elastische Gebiet auch noch erfassen kénnte (S.204-205), Er rechnet auch einige
interessante Spezialfille fiir beliebige und — mit Riicksicht auf das Billardspiel —
kugelfSrmige K6rper durch 6%, Auch der Fall wird untersucht, in dem der eine Korper
in einem Punkt festgehalten wird (8.221-222). o

Im 8. Kapitel behandelt Poisson die longitudinalen Schwingungen eines homogenen,
elastischen Stabes konstanten Querschnittes (S. 245-257). Erkommt (mit der Dichte g
und dem Elastizititsmodul E) zu der bekannten Differentialgleichung der eindimen-
sionalen Wellenfortpflanzung T

u  E &u _
o - ()

Hierbei bedeutet » die longitudinale Verschiebung der Stabquerschnitte, ¢ die Zeit und
x die in der. Richtung der Stabachse geinessene Koordinate. Diese Differentialglei-
chung bzw. ihre in Form von trigonometrischen Reihen angegebenen Lisungen
verwendet Poisso fiir den longitudinalen Stofl zweier bis auf jhre Lingen gleicher
Stiabe. Hierbei nimmt er an, daB vom Augenblick des ZusammenstoBes die beiden
Stiibg Teile eines einzigen elastischen Kérpers sind. DalB diese Hypothese nicht
zutreffend sein kann, zeigt sich zum Beispiel dadurch, daB die beiden Stibe, auBer
wenn sie gleich lang sind, sich niemals trennen wiirden, und das widerspricht der
Erfahrung. Damit ist dieser erste Versuch einer Wellentheorie des StoBes miBlungen.

3 Mechanische N iiherungstheorien

Um di¢ Mitte des 19. Jahrhunderts begann die Bliitezeit des Eisenbahnwesens, und es
erwies sich als unumginglich, iiber die Bemessung der verwendeten Konstruktions-

# So mull zum Beispiel fiir den volikommen unelastischen Stof die Gleichheit der MNormalgeschwin-

. digkeiten-an der StoBstelle am Ende des StoBvorganges verlangt werden.

87 Die das Billardspiel betreffenden Ausfithrungen befinden sich in den Ziffern 474-478 des 7. Kapitels
{S.211-221). Hierbei wird notwendigerweise die Reibung zwischen den Kugelr uatereinander,
zwischen den Kugeld und der Unterlage sowie zwischen den Kugeln und der Bande beriicksichtigt.
Fiir eine kurze Einsichtnahme in diese Problematik sei verwiesen anf 1.52A%0, Einfihrung in die
Technische Mechanik, 8. Auflage (1975), 5.391. ' '



463 B. Geschichte der Theorie des elastischen Stoies

teile experimentelle und theoretische Anhaltspunkte zu gewinnen; hierbei mubBten
auch die stoBartigen Beanspruchungen in Betracht gezogen werden. Angeregt durch
die Experimente von EaToN HoDGrINsON (1789-1861), der schwere Eisenkugeln
gegen einen an beiden Enden gestiitzten Eisentréger fallen lie3 68, versuchte HOMERS-
HaM Cox (1821-1897), einc aus mechanischen Grundgesetzen folgende Niherungs-
theorie des Stofles einer Eisenkugel gegen die Mitte eines Bisentrigers aufzustellen.
Seine diesbeziigliche Arbeit erschien unter dem Titel On impacts on elastic beamsin den
Cambridge Philosophical Transactions 7X, Part. I, 8.73-78 (1849).

Bild 197 ' 0 P <=t
Zum StoBeiner Kugel aufl einen Triger pach der - X

X
Niherungstheorie von H. Cox. % y{x) Ho=y(1/2) _ %

Cox geht von der bekannten Gleichung der Biegelinie eines in der Miﬁe durch die
Einzelkraft P belasteten Balkens mit konstantem (Haupt-)Flichentrigheitsmoment J,
der Linge ! und dem Elastizitiitsmodul E aus € (Bild 197] Diese lantet fur 0 £ x <1/2

. 3
pix) = M(ﬂzx —4x%) =p [(;)—4(51-)] (15)

Nun beruft sich Cox auf die Anwendung des mit dem Prinzip der virtuellen Geschwin-
digkeiten gekoppelten d’Alembertschen Prinzips auf StoBvorginge in dem schon
zitierten Lehrbuch der Mechanik von PoISsON. Dieser letztere gibt dem Prinzip im
Sinne von L.AGRANGE die Form 70

Zm[(vxw—wx)5x+(vy—wy)5y+(vz=wz)cﬁz] = 0. (16)

Hierbei bedeutet » = {v_; v ; v} die im bindungsfreien Falle auftretenden und
w o= {w w5 w,} die witklichen Geschwindigkeiten, dr = {8x; Jy; 4z} die vir-
tuellen Verschiebungen der Massenteile m. Cox argumentiert nun so: Bedeutet M
dic Masse des Tragers, so erreicht sein Element M dx/! in der «unendlich kleinen»
Z¢it ¢ die Geschwindigkeit y(x)/z; da y(x) als die virtuelle Verschiebung des Mas-
senelementes gedeutet werden kann, so hat man im Sinne von (16)

. . I
M M
| Jde X9y = Tt—fyﬂ(x)dx—ap 0,
=1} o

5% Aus seinen im Report of the meeting of the British Association {Cambridge 1834 und 1836) und im
Report of the Commissioners appointed to inquive the applicazion of iren to railway structures (1849}
verdffentlichten Ergebnissen lassen sich keine allgemein gitltigen Regeln zichen; die von ihm
gemachten Vorausselzungen verfiihren ihn zu manchen Fehlschliissen.

6% 1.8zan0, Einfiihrung in die Techrische Mechanik, 8. Auflage (1975),8.115.

? Band 2, Kap.9,§535,8.314-315.
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wobei B eine anf die Trigermitte bezogcne Bewegungsgrofe ist. Mit (15) crhilt man

17 p 17

B=__"pmt.2
5.t 35

Mu,

wenn u = p/t die Anfangsgeschwindigkeit der Tréigermitte bedeutet.
Ist m die Masse der auf die Balkenmitte mit der Geschwindigkeit v aufprallenden
Kugel, so verlangt der Impulssatz

17 : B
= ggMu = nm{v—u), ‘ 7

woraus fiir die gemeinsame Gcschwindigkeit'unmittelbar nach dem ZusammenstoB

=y | | (18)

17
T ar
mtas

folgt. Somit kann-man (17/35) M als die auf Trigermitte «reduzierte Masse» ansehen,
Der Faktor 17/35 entspricht niherungsweise dem von Honekmson ohne nihere
Begriindung vorgeschlagenen Wert von 1/271. :

Nachdem auf diese Weise die gemeinsame Geschwindigkeit unmittelbar nach dem
Zusammenstof ermittelt ist, kann man fiir den unelastischen Stof 72 aus dem Energie-
satz den maximalen Ausschlagp - 1IN der Tragermitte errechnen: aus

E(m 17M)u2=£J_mv25 kcp;z,najg.

2 +§§ 2 oy 2
UAET:
folgt -
pmax= ""“—“m—;:_y—"_“ _ ' (19)
—M
e(mrLua) |

Hierbei ist ¢ die auf die Trigermitte bezogene «Federkonstante», also digjenige Kraft,
diedem Triger an der StoBstelle die Durchbiegung von einer Langencinheiterteilt 74,
Fiir andere AnstoBstellen des Trigers ergibt sich anstelle von 17/35ein anderer Faktor

71 Siehe die in der FuBnote § an fetzter Stelle angefithete Arbeit {Appendix A, S.4).

2 Der etwa vortiegt, wenn der. stoBende Korper in den gestollenen tief eindringt, oder gar dort
steckenbleibt :

1
% In der Form Em v? = 3¢ pZ.. — also ohne Beriicksichtigung der Triigermasse — kommt diese Be-
ziehung in YOUNGS A4 curse of Lectures on Natural Philosophy and mechanical Aris (1845, Vol ,
S.57M1) vor.

“ L.8zano, Einfiihrung in die Technische Mechanik, 8. Auflage (1975), 5.341L
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k, der sich in der heutigen Terminologie mit der angenommenen Affinitdt von
statischer und dynamischer Durchbiegung aus

1{ %) -
1]

berechnen E8t75. Hierbei ist y(x) die aus der statischen Biegetheorie folgende Durch-
biegung und x,, die Stofistelle. Diesen aus der Energiegleichung folgenden Faktor ver-
wendet aber Cox auch fiir den Impulssatz {17), und das ist nicht korrekt, vielmehr
miilte darin mit ¢inem Faktor :

A== IJ’((x))d | 1)
. |

gerechnet werdens,

Im Falle eines elastischen Stofles verblelben keine Verformungen, der stoflende Kor-
per prallt mit der Geschwindigkeit v, zuriick, und unter Beibehaltung der bisherigen
Bezeichnungen liefern der Impulssatz und der Energesatz die Bezichungen

o : 1 1
m(v+v1)=AMu;%m[v2~vl'2) =k Mu?, QkMu2=§CPmax - (22)

Aus ihnen kaon man u, v, und p___berechnen. So folgt zum Beispiel aus

daB ein Zuriickspringen des stoBenden Kérpers nur fiir m/M < A%k erfolgen kann.
Die angefithrten und auf der erwiihnten Affinitit basierenden Naherungsthconen
kGnnen auch auf Plattenstdfie angewandt werden 77. :

4 Die erste Wellentheorie des StoBes von Danier BErnoULLE

In den vorangehend geschilderten mechanischen Niherungstheorien werden die beim
Stof auftretenden Schwingungen nicht in Betracht gezogen. Diese kdnnen aber unter
bestimmten, auf Seite 460 niher genannten Bedingungen die Bewegungen der

% Siche das vorangehend zitierte Werk, 5.342-343 and S. 375-378.

% Siche die vorangehend zuletzt zitierte Stelie.

?? An diesbeziiplichen Arbeiten seien die von K. Karas im Ingenieurarchiv X, 5.237ff, (1939}, und
H.Escerer im Ingenieurarchiv XTI, §.31M {1941), angefithrt. Es sei auch noch verwiesen auf
1.8zapd, Hihere Technische Mechanik, 5. Auflage (1972), 5. 242-247.
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am Stof} beteiligten K&rper erheblich beeinflussen und cinen nicht unwesentlichen
Teil der ins Spiel pebrachten kinetischen Energie verzehren. Aus diesem Grunde
wandten sich die Forscher den beim StoB auftretenden elastischen Schwingungen
{Wellen) zu. Der erste diesbeziigliche Versuch erfolgte schon sehr frith: Btwa achtzig
Jahre vor den mechanischen Néherungstheorien publizierte DANTEL. BERNOULLI (Bild
198) seine Arbeit Examen physico-mechanicum de motu mixio qui laminis elasticis a
percussione simul imprimitur?®. Diese Arbeit ist von jener Art erfrischender und
richtungsweisender Klarheit, dic man bei DANIEL BERNOULLI so off bewundern

78 MNovi Commentarti Acadermiae Scienﬁarum.lmpcrialis Petropolitanae, X ¥, 8. 361FF. (1770).

Bild 198
Damigr BERNOULLT (1 700-1782).
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kann?®. Die Publikation enthilt aber auch fiir den heutigen Leser etwas Uberraschen-
des an mechanisch-mathematischer Methode, die — anscheinend vollig vergessen! —
ein Jahrhundert spiter, mit den Namen RAYLEIGH und RITZ verbunden, zur volien
Entfaltung kam.

DanIEL BERNOULLI faBt zwei Probleme von <cgem1schte:n>} durch StoB emgeleltctcn
Bewegungen eines Korpers ins Auge. An erster Stelle wird die Bewegung eines
‘geraden, starren und freien Stabes betrachtet, der an irgendeiner Stelle angestoBen,
eine Translationsbewegung und eine Drehung um den Schwerpunkt ausfiihrt. Das
zweite uns interessierende Problem ist das eines geraden, elastischen, homogenen und
freien Stabes konstanten Querschnittes, der in der Mitte angestolen wird. Gefragt
wird nach der —aus elastischer Schwingung und Translation bestehenden —~ Bewegung.
Vor dem StoB hat der Stab die gerade Lage AB = 2! und wird dann im Mitte]- bzw.
Schwerpunkt § angestoBen (Bild 199). Durch den StoB kommt der Stab «sukzessivey -

¥i

A1 ————————— C By
Rild 199 _ !\ o _ /I
Zur Wellentheorie des StoBes nach D. BERNOULLL A I {8
: ! \ s% I .
. : L ¥ L
l

in die gekriimmte Lage A;0 B, (maximaler Auslenkung), und.sein Schwerpunkt
gelangt nach §,. Nun sieht BErvouLLt inder Kurve 4, 0 B, auch einen «Reprisentan-
ten» fiir die Geschwindigkeiten®?. Dementsprechend ist die Strecke S8, ein MabD fiir
die (Translations-)Geschwindigkeit und 8, 0 dasjenige fiir die Geschwindigkeit der
elastischen Schwingung des Schwerpunktes, wihrend OS die absolute Geschwindig-
keit desselben Punktes reprisentiert. Nun benutzte Danier. BERNOULLI ein Minimal-
prinzip der folgenden Form: Unter allen mdglichen Kurven ist die wirkliche Kurve
A; OB, diejenige, zu deren Erzeugung ein Minimum an «lebendiger Krafin®! erfor-
derlich ist. Diese Kurve soll der Grundschwingunp, also der ersten (niedrigsten)
Eigenfrequenz entsprechen und nur allein in Betracht gezogen werden. Bezeichnet
{Bild 199) OC = « die Amplitude der elastischen Linie und setzt man weiter OS = h
sowie y = p(x) = ap(x), soist

dL =[h—ae(x)|*dx

7 In diesem Zusammenhang se1 hingewiesen auf Die Geschichte der Theorie der schwingenden Saite in
Kapitel IV (insbesondere Ziffer 7)und Der philosophische Streit um des wakre Kraﬂmaﬁ in Kapitel IT
(insbesondere Ziffer 6).

B0 Ddgs toifft zu bei einer zeitlich harmonischen Bewegung, die D.BERNOULLI — ctwa_ in der Form
fix}-sinfewi +a) — als selbstverstindiich voraussetzt. Dementsprechend geht f2{x) in die kineti-
sche Energie eines Stabelementes cin. Siehe hierzu L SZABO Emfulrung in die Technische Mechanik,
8. Auflage (1975), 5.467-465, :

31 Dasist das Produkt aus Masse und Geschwindigkeitsguadrat, also die zweifache kinetische Energle.
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ein Mal fir d1e lebendige Kraft eines StabelementesS?, Damit erscheint die schon
angefiihrte Mmlmlerung in der Form.

L(a] =2 I [f—apX)]2dx = Minimu.
Aus dL(a)/da = 0 und nach Wiedereinfilhrung von ¢{x) = y(x)/ a erhilt man
h= j’y‘a(x)dx: jy(x}dx, {23)
0 0 :

also einen dem sogenannten «Rayleighschen Quotienten» analogen Ausdruck. DaB
hier micht der ibliche aus dem Energieprinzip folgende und das Quadrat der ersten
. Eigenkreisfrequenz angebende Quotient aus der maximalen Forminderungsarbeit
und von der «bezogenen kinetischen Energie» erscheint83, liegt daran, daBl DaNieL
BerNouLLI als EnergiegroBe allein die kinetische Energie in Betracht zieht. Da aber
der Maximalwert der kinetischen Energie dem der Formiinderungsarbeit gleich sein
muB, erscheint bei ihm (wie bei LAGRANGE auf S. 130} das heuts iibliche «Prinzip vom
Minimum der Forménderungsarbeit» als ejin Minimalprinzip der kinetischen Energie.
DaniEL BERNOULLI fihrt — wie wir heute sagen wiirden — «im Sinne von RAYLEIGH-
Ritz» weiter fort und approximiert den der ersten Eigenfrequenz entsprechender und
von 1hm auch angcﬁlhrten Ausdruck :

y(x) # w® eT+ﬁ e_?—{_~ psin (;_-1-8)
durch die Parabel |

y(x) =ax/P. :

Daraus ergibt sich zun#chst fiir die Lage des Schwerpunktes (Bild 199) 0S8, = a/3
und nach (23) & = 3a/5. Als weitere Groflen folgen $§, — 4a/15 und CS = 2a/5.
Nun bestimmt D. BErNOULL! die aus Translation und elastischer Schwingung her-
vorgehenden lebendigen Krifte. Fur die Translationsenergie ist die Schwerpunkts-
bewegung maBgeblich, und da seine fiir die Geschwindigkeit reprisentative Verschie-
bung S8; = 4a/15 betriigt, wird — weil fiir die Masse wiederum die pesamte Stab-
lange 2! in Anschlag zu bringen ist — die lebendige Kraft Ly, = (32/225) a2l. Die
der Schwingung entsprechende lebendige Kraft ist offenbar (Bild 199)

t 1
L, = [[ga“}’(x)]zdx =J [%a—a(?)zjrdx = %azl.
t

82 Hierbei wurde wegen der flachen Durchbiegung das fiir das Massenclement maBgebliche Bogenele-
ment d 5 dem Abszissenelement dx gleichgesetzt.

8 Siche des Verfassers Héhere Technische Mechanik, 5.Auflage (1972), 8.83- SS und die in der
Fulinote 80 angefiihrie Stelle der Einfiikneng in die Technische Mechanil:.
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FraNz NEUMANN (1798-15%5).
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Der Stab empfdngt als_o' infolge des Stofes als gesamte lebendige Kraft
L=Ly+L =554 L

so dab die infolge der Sch'wingungen verzehrte lebendige Kraft 5/9, also mehr als die

- Hilfte der gesamten Bewegungsenergie betrigt. Man kann bei DANIEL. BERNOULLI
auch hier das genial Einfache der Uberlegungen, die Féhigkeit zum Erkennen der
wesentlichen Frage und das bestechende mathematische Erfassen eines Problems
nicht genug bewundern. : '

5 Die Wellentheorie des Stofies von Franz NEUMANNSS ~ =7

Nach der mathematischen Erfassung des allgemeinen Spannungszustandes in einem
Kontinuum mittels des Spannungstensors durch A. L. CAucHY ugd seiner Kopplung
mit den linearen {(Hookeschen) Materialgesetzen in der ersten Hilfte des 19. Jahrhun.
derts bestand die auch mathematisch reizvolle Moglichkeit, den StoBvorgang als ein
elastokinetisches Problem zu behandeln. Den ersten bedeutenden Beitrag lieferte
Franz Neumanw (Bild 200), In seinen 1857/58 pehaltenen und 1885 gedruckten
Vorlesungen iiber die Theorie der Elastizitit der Jesten Korper und des Lichtiithers
behandelt er (20. Kapitel, 8.332-350) die «Theorie des geraden StoSes cylindrischer
K&rper». A P :

Ry .

Bild 201 o ' : Xy xely+1p-21
Zum longitudinaten $toB zweier diinner — "
Kreiszylinder nach F. NEUMAN’N s . : i 2 - —¥u

Im Gegensatz zu PoIssoN untersucht NEUMANN den lengitudinalen Zusammenstof3
zweier diinner kreiszylindrischer Stibe gleichen Querschnittes der Lange ! und L als
rdumliches elastokinetisches Problem. Die Stiibe sollen aus demsefbeni homogenen
Material bestehen und zur Zeit ¢+ = O mit den'Geschwindigkeiten v und vy (v, > v}
zusammenstoBen (Bild 201). Aus den Bewegungs- und Materialgleichungen gehen fir
die axiale Verschiebung u = ufx,r,t) und fiir die radiale Verschiebung R = R(x,7,1)
zwei gekoppelte lineare partielle Differentialgleichungen hervor (S.337). Mit den {in
quadratischen Gliedern abgebrochenen Reihenansiitzen)

u=wxO)+W,t)r2; R=flx,0+F(x1)r C{24)
und der Bedingung, daf die Zylinderoberflichen spannungsfrei sind, erhilt NEUMANN

¥ Eine Kritik dieser Theorie gibt R. Friscumer, Zur Lisimg des Kdirperstofiproblems, ZAMM 57,
8. 629-642. (1977).
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— mit dem Genauigkeitsgrad der Ansitze (24) — fiir die unbekannte Funktion w die
Wellengleichung (14): ' .

2w E 2 EY .
— == P a? - (25)
C 8t g gx2 ax? .

Ist die Losung dieser Differentialgleichung gefunden, 30 hat man fiir die axiale Ge-
schwindigkeit v und die Normalspannung ¢, in derselben Richtung

V= "a“"t_: [3 P = . : . (26]

Als Lésung der Differentialgleichung (25) verwendet NEUMANN die sogenannte
d’Alembertsche L&sungss

w={flx+c)+p(x—et), 27

wobei fund o zuniichst wilikiirliche Funktionen der angedeuteten Argumente sind.
Zur Bestimmung dieser Furiktionen stehen die gemaB (26) und (27) leicht einzusehen-
den Anfangsbedingungen (t = 0) - '

aw T :

Pl clf - )] = v, fir O<x<y,

aw T ’ - .

= eff'x)—¢ (x})] = v, fiir Lh<x <+l =2l

zur Verfiigungs® (Bild 201), und da die Stiibe anfangs spannungsfrei (ungedehnt) wa-
ren, ist

aw o :
:3;=f’(x]+fp’(x] = 0 fiir 0<x«< L+, =21

Aus diesen Gleichungen ergeben sich

f'(x)=§l, qﬂ'(x)z—;—l fir 0<x<l,
e ¢

_,_v2 r . 1?2 -
f’(x)*i? qD(x)~~§—£ fir _11<:x<11+12.

% Siche Kapitel IV, Abschniit A, Ziffer 5.
8 Striche bedeuten Ableitungen nach dem Gesamiargument.
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Dic Spannungsfreiheit an den freien Endfléichen (x =0 und x = 21) liefert nach (26)
mit (27) die fiir alle ¢ giilltigen Beziebungen

Flet)+o'(—ct) =0, fRl+cti+o'@l—c)=0

Durch Einsetzen von ¢t = 1, I, I, +1,, ... gestatten diese Gleichungen, den Wert von
1 fiir jedes positive und denjenigen von ¢' fiir jedes negative Argument zu berech-
nen. Die Geschwindigkeiten und Spannungen sind dann durch

f;—‘:=c[j’(x+ct)—qp’(x—cﬁ]] X

und

o, = Ei—: = gc? D"(x-i—ct)-kqo’(x—.ct).]

gegeben. Fiir nahere Einzelheiten und interessante Spezialfille sei auf NEUMANNS
Ongmalarbent verwicsen 87,

In einer auBerordentlich umfangreichen Arbeit behandelt B. DE SAINT—VENANTSS
dasselbe Problem mit anderen mathematischen Mitteln. Er zieht die Charakteristi-
kentheorie partieller Differentialgleichungen heran und verwendet — abgesehen von
. einem kurzen Teil am Anfang — als Losungen Fourierreihen. Im Gegensatz zu
- . NEUMANNS Arbeit erschwert die verwirrende Fiille die Uberschaubarkeit der Frgeb-
nisse. :

6 Die Theorie der Hiirte von Heiwrick Herrz und ihre Anwendung anf den StoB

Unter dem Titel Uber die Berizhrung fester elastischer Korper veroffentlichte 9 Hpin-
ricH HEerTz, dessen Ruhm iiblicherweise nur in der Entdeckung der elekirischen
Wellen manifestiert ist, im Jahre 1882 eine Arbeit, deren Ausschdpfung sowohl fiir die
Elastostatik wig auch fiir die Theorie des elastischen Stofles ungemein befruchtend
wirkte. Diese Publikation ist, verglichen mit dem in ihr liegenden Reichtum an
mechanischer und mathematischer Substanz, ungewdhnlich kurz#0 und erfordert in
mathematischer Hinsicht vollkommene Vertrautheit mit schwierigen potentialtheore-
tischen Satzen 91

¥ Siehe auch GEIGER/SCHEEL, Handbuch der Physik, Bd, VI {1928), 8. 52611

#8 Joumal des Mathématiques {Ser.2) 12, 8.237-376 (1862).

8% Fournal fir die reine und angewandte Mathematik 32, S. t56ff (1882).

9 |5 Seiten! Vergleiche die in FuBnote 88 zitierte Arbeit von DE SAINT-VENANT, die aul 140 Seiten
gegeniiber NEUMaNN nichts wesenilich Neues brachte.

91 Fine vereinfachie Darstellung findet man in L SZARG, Hohere Technische Mechanik, 5. Aullape (1972),
S AVI-E79.



473 B. Geschichte der Theorie des elastischen StoBes

HemricH Hertz (Bild 202) formuliert das anstehende Problem so:

«im Folgenden wollen wir einen Fall behandeln, der praktisches Interesse hat, den Fall pémlich, dali zwei
elastische isotrope Korper sich in einem sehr kieinen Teil ihzer Oberfliche herithren, und durch diesen Teil
einen endlichen Druck der eine zuf den anderen ausiiben. Die sich berihrenden Oberflachen stelicn wir uns
als volikommen glatt vor, d.h. wir nehmen nur einen senkrechten Prruck zwischen den sich beriihrenden
Teilen an. Das beiden Kérpern nach der Deformation gemeipsame Stiick der Oberfliche wollen wir die
Druckfliiche, die Begrenzong dieses Stiickes Druckfigur nennen: Die Fragen, deren Beantwortung uns
naturgemniB zunzchst obliegt, sind die nach der Fliche, von welcher die Druckflache ein unendiich kieiner

Bild 202
Hemrice Hervz (1 857-1894).
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Teil ist, die Frage nach der Form und absoluten GriBe der Druckfipur, die Frage nach der Verteilung des
senkrechten Druckes in der Druckflichs. Voo Wichtigkeit ist die Bestimmuong der Maximaldrucke, welche
in den ancinander gepreBten Kérpern vorkommen, insofern von diesen es abhingt, ob der Druck ohne
bleibende Deformation ertragen wird; von Interesse ist endlich die Aoniherung der beiden Korper, welche
durch cinen bestimmten Gesamidruck hervorgerufen wird.»

Mit einer bewunderungswiirdigen mechanischen und mathematischen Perfektion l6st
Herrz die aufgeworfenen Fragen. Die Formeln, die er erhilt, vereinfachen sich sehr
fiir zwei Kugeln (Radien R, und R,, Schubmoduli G, und G,, Querkontraktionszah-
len # und ), die mit der Gesamtdruckkraft P gegeneinander gepreBt werden : fiir die
Anniherung (Abplattung) der beiden Kugeln ergibt sich '

_31'/9 11
= |/ o
~Vea\R, "R,

1—», 1—-9)\2 ' :
L4 —2) P2 g P3 28
( G, t—3 ) o (28)

a2 .

Diese Formel 158t sich auch auf den StoB anwenden, HERTZ schreibt:

«Zym Schiul wollen wir von den erlangten Formeln eine Anwendung machen auf den StoB elastischer

K#rper. Sowohi aus schon vorhandenen Brobachtunpen, als auch aus den Rescltaten der gleich anzustellen-

den Betrachtungen folgt, daBl die StoBzeit, d. b die Zeit, wihrend welcher die stofenden Korper in

Beritbrung sind, wenn anch absolut sehr klein, doch sehr grof ist im Vechilinis zu derjenigen Zeit, welche

elastische Wellen nétig haben; ur in den in Rede stehenden K érpern Lingen von der Ordoung desjenigen

Teils der Oberflichen zu durchlaufen, welcher beiden Kérpern in ibrer grisften Anaihcrung pemeinsamist,

und welchen wir die Druckfitiche nennen. Daraus folgt, daB der elastische “Zustand beider Korper in der

Nihe des StoBpunktes wikrend des ganzen Verlanfs des StoBes sehr nahezu gleich ist dem Gleichpewichts- -
zustand, den der zwischen beiden Kérpem in jedem ‘Anpenblick vorhandene Gesamideuck bei lingerer

Dauer hervorbringen wiirde. Bestimmen wir daher den zwischen beiden Korpern bestehenden Druck aus

der Bezichung, welche wir zwischen diesem Druck und der Apniiherung in Richtung der gemcinsarmen

Normale frisher fiir ruhende Kdrper aufgestelit haben, und wenden im tibrigen auf das Innere jedes der’
beiden Kdrper die Differentialgleichungen fiir bewegte elastische Kdiper an, so werden wir den Verlauf des

Vorganges mit groBer Anniherung erhakten.» ' :

Demnach haben wir fiir die zeitlich verfinderliche StoBkraft gemiB (28)

u (t)] 2 09)

P=Pt)= [-—

v

zu setzen. Bezeichnen wir mit m, und m, die Massen zweier zentral stoBender Ku-
geln, mit x, (¢} = x,, X, (1) = X, thre Schwerpunktskoordinaten auf der gemeinsamen
StoBnormalen, so folgen aus dem Schwerpunkisatz und dem Reaktionsprinzip die
Beziehungen

d2x1
m — =1

L g =M = P, myk, = PG,



PR

475 B. Geschichte der Theorie des elzstischen Stoles

aus denen sich mit (29)

ergibt. Diese Differentialgleichung fir u = u(t) 180t sich elementar integrieren®2. Man
erhilt

4
¥ 2'—1;2 = g 1 2 — (3{))

wobei v, = v, —v, die Relativgeschwindigkeit der beiden Kugeln vor dem StoB ist,
Aus {30) ergibt sn:h fiir 42 = 0 die maximale Annaherung und nach (29) die dazu-
gehdrige maximale StoBkraft zu '

2 3
5 2 5 4 5 1 5
u_ =(oa mlmﬁ) E I S P L MUY I (31)
4 m +m,, max 4 mtmy)a T

Berechnet man aus (30} 4 = du/d¢, so liefert die Integration zwischen u = 0 und
u =u_ _ die halbe Stoizeit; als gesamte StoBdauer ergibt sich?

ax

2 . :
T = 2,94321/ > o (mlmﬂ) | 32
16 v \m. +m

Fiir zwei gleiche Kugeln folgt mit dem aus (28} ersichtlichen Wert von o

AT 2 | )
_T:4,4286Rl/@~%27°’1-- | | | . (33)

StoBen zwei Stahlkugeln vom Durchmesser 2 R = 3 om mit der Relativgeschwindig-
ket v =v —v,=1 m sek-! zusammen, so betrigt die StoBdauer nach (33)
T = 0,895-10-4 sek, also weniger als eine Zehntausendstel Sekunde. Wiirden dage-
gen zwei gleich groBe Stahlkugeln von R = 6370 km (Erdradius) mit v, = 1 cem sekt
aufeinanderstoBen, so betruge die schon von HERTZ angegebene StoBdauer 26,5
Stunden, also mehr als cinen Tag!

Fihrt man in (33) das Geschwindigkeitsquadrat der Kompressionswellen ein, niam-
lich ¢® = E/p = 2 G(1+v)/p, so ergibt sich fiir die StoBdauer

1 =
4

vrc

T =585R (34)

92 Siehe Fufinote 91.
9 Siehe FuBnote 91.



st

476 V. Geschichte der StoBtheorie

Damit kann man die Stofzeit mit der Laufzeit T der Kompressionswellen ver-
gleichen. Fiir die «Laufstrecke» der Kompressionswellen nehmen wir, wie HerTZ
an der vorangehend zitierten Stelle vorschligt, den griBten Radius ¢ der Druck-
flichen, den wir aus der Arbeit von HErRTZ als

1 Y
5z (1 _4,]2]5 (v )5
- R I B ]
¢ [16 1—20] \c
entnehmen k&nnen.

Mit T = a/c erhalten wir
T 1{¢ :
—=6[(1+vE(1-20] (—) : +(35)
Tw

v?‘

Die Hertzsche Annahme (T/ T, > 1) wird also solange zutreffen, bis die relative Ge-
schwindigkeit vor dem ZusammenstoB klein gegeniiber der Geschwindigkeit der
Kompressionswellen ist. '

Fiir zwei gleiche Stahlkugeln (v = 1/3, E'= 2-106 kp cm-2, g = 8-10-6 k psek? cm-4)
ergibt sich (wenn man v_in cm sek—1 einsetzt) T/T,, = 1300/ 355, so daB auch noch
fiir die GroBenordnung von v, ~ 100 cm sek~! fiir T/T,, ~ 100 » 1 folgen wiirde.
Die Hertzsche Theorie wurde von STeFaN TIMOSHENKO (*1878) verwendet, um den
Stof} einer. Kugel (R, = R) gegen die Mitte cines prismatischen Balkens (R, = o0)
zu untersuchen®:, Unter Verwendung der Formel (28) und einer von TIMOSHENKO
schon frither angegebenen Beziehung fiir erzwungene Schwingungen ergibt die
Gleichheit der Verschicbungen der mit der Geschwindigkeit v, anstoflenden Kugel
{Masse m} und der Balkenmitte (x = 1/2) die Bezichung

t 4

' 1 2 2
Vo l—— [P(T}(f-—‘r) dr = a P¥{t}+ Z — [P(‘t) sin w;(E—c}d. (36)
m, -tms... O lu
0 0
Hier bedeutet y die Masse des Balkens pro Langeneinheit (u! ist also die gesamte
Balkenmasse) und ’

in\e1/EJ
oy = T —';

die Eigenkreisfrequenz des Balkens.

Nun ist (36) eine sogenannte Integralgleichung fiir die StoBkraft P — P({t)=0: insbe-
sondere bestimmt die Nullstelle von P(t) die StoBdauer. TIMOSHENKO erhilt eine
Niherungsldsung, indem er die Zeitspanne 0 <t <t inn gleiche Zeitintervalle teilt 1und

| 91 5 TIMOSHENKO, Zar Frage nach der Wirkung eines Stofies auf einen Balken, Zeitschrift fitr Mathema-
tik und Physik 62, S. 1981T. {[913).
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voraussetzt, daBl innerhalb eines solchen Abschnittes P die konstanten Werte PP,
annimmt, dle dann in konkreten (zahlenmiBig gegebenen) Fillen mit einigen Kunst-
griffen ermittelt werden.

Das Verfahren von TiMOSHENKO wurde von. J. LENNERTZ verallgememert und metho-
disch verbessert 95, :

7 Experimentelle Untersuchungen des StoBes

Mit der Verfeinerung der optischen und elektrischen Méglichkeiten zur Strecken- und
Zeitmessung begannen auch die experimentellen Versuche, den Ablauf des StoBvor-
ganges messend zu verfolgen, um einerseits eigene Einsichten zu gewinnen, anderer-
seits die Ergebnisse der vorhandenen StoBtheorien mit denen des Experiments zu
vergleichen. Der auch theoretisch hervorragende Physiker WaLDEMAR VoIGT (1850
1919) stellte Versuche an, um durch dic Messung der Geschwindigkeiten vor und nach
-dem Stof} die Neumann-de-Saint-Venantsche Theorie des {longitudinalen) StoBes
zylindrischer Stéibe nachzupriifen 8. VoiGT benutzte zwei zylindrische Stiibe, die an je
vier Faden horizontal aufgehiingt, durch Auspendeln zum Stofl gebracht wurden. Die
auftretenden Amplituden wurden so klein gehalten, daB sie als Ma8 fiir die Geschwin-
digkeiten angesehen werden konnten. Vorats Messungen fiihrten zu Ergebnissen, die
mif denen von NEUMANN und DE SARNT-VENANT unvereinbar waren. VoIGT stellte —
quasi zur Rettung seiner experimentellen. Ergebnisse —eine neue Theorie auf, indem er
in der Stof}fliche eine elastische «Zwischenschicht» annimmt. Er kann zwar zeigen,
daB fiir extreme, aber schwer realisierbare Fille seine Theorie zu der von NEUMANN
und DE SAINT-VENANT «tendiert», aber die zu seiner «Zwischenschichi» bendtigten
Materialkonstanten bleiben unbestimmbar.
Im Gegensatz zu Voi6T hat Max HAMBURGER in seiner Dissertation Untersuchungen
iiber die Zeitdauer des Stofies elastischer zylindrischer Stibe (Breslau 1885) Experi-
mente zur elekirischen Messung der StoBdauer angestellt. Auch seine Ergebnisse
konnten mit denen von DE SAINT-VENANT nicht in Einklang gebracht werden; dagegen
bestitigten sie, wie anch Messungen anderer, die Hertzsche Theorie.
Emen bedeutenden Forischritt in der experimentellen Priifung und in der theoreti-
schen Klirung des Stofes brachte die Heidelberger Habilitationsschrift Experimen-
telle und theoretische Grundlagen des elastischen und mechanischen Stofles® von CARL
RamsAUER. Er stellt eine mathematisch auBerordentlich einfache und auf seine grofie
Experimentierkunst zugeschnittene Theorie auf. Gemessen wurden die Deformation
wihrend des StoBes, die Stofldaver und die Geschwindigkeiten ver und nach dem
StoB. Ramsaurrs leitender Gedanke war, dafl die Diskrepanz zwischen den Resultaten
der Neumann-de-Saint-Venantschen Theorie und den experimentellen Beobachtun-

% }.LENNERYZ, Beitrag zur Frage nach der Wirkung eines Querstofies awf einen Stab, Ing.-Archiv 8,
8,374 (1937).

96 Die Theorie des longitudinalen Stofles zylindrischer Stibe, Annalen der Physik 19, S. 441F. (1883).

%7 Abgedruckt in Annalen der Physik 4.Folge, 30, S. 417ff. (1909).
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gen in der mangelhaften Erfiillung der vollkommenen Elastizitdit — insbesondere in der
StoBfliche — liegt. Darum sorgte er durch Anwendung von Spiralfedern und Kau-
tschukzylindern mit Eifenbeinkpfen dafiir, dafl der StoBdruck gleichmiBig iiber den
Querschnitt verteilt wird. Auf diese Weise findet er dic elastische (Wellen-JTheorie
‘bestitigt. Den reinen. mechanischen StoB verwirklicht er durch Anmontieren von
Federkopfen auf Stahlzylindern.

Einen wesentlichen Beitrag zur experimentellen und theoretischen Beherrschung des -
StoBablavfes lieferte Franz BERGER in seiner Monoegraphie Kraftverleuf beim Stof
(Braunschweig 1924) Durch eine sinnreiche MeBvorrichtung verfolgt er den zeitlichen
Verlauf der StoBkraft und gibt auch @iber die bis dahin vorllcgcnden theoretischen und
experimentellen Arbeiten einen kritischen Uberblick.

Die heutige Experimentiertechnik erlaubt dic Messung und uisbesondere die zeitliche
Verfolgung der verschiedenartigsten StoBvorgiinge mit groBer Genanigkeit. In diesem
Zusammenhang sei verwiesen auof die Arbeiten {mit reichen Literaturangaben) von
H-H.EMSCHERMANN und K.RUHL®, H.ScHWIEGER und V.REmann®® und von
- L. TRAGER1%°, '

& Neuere Afbeiten zar Wellentheorie stoBartiger Belastungen -

Die tibliche Biegetheorie, die die Einiliisse der Schubspannungen und der rotatori-
schen Trigheit auBler acht 148t, ist nur im beschrinkten MaBe fihig, die Wirkungen
- stoBartiger Belastungen von Balken oder Platten zn beschreiben. Die ersten diesbe-
miglichen Hinweise verdanken wir H.LAMB1°! and S. TmvosHENKO 192, Letzterer gibt
als korrigierte Differentialgleichung fiir die transversale Auslenkung w = wix,1) eines
Blegestabes

(37

HMw (1 1) Mw 1 #w 1 22w
CE

Ixt 2} ax2 o2 62682 art 2t gp2

an; ‘hier bedeutet iden Tragheltsradjus des konstanten Balkenquerschnittes, ¢ = E/p,
¢> = AG/p, wobei A eine die Querkraft und Schubspannung verbindende Konstante
ist.

Auf Grund der Differentialgleichung (37) hat W.FLUGGE nachgewiesen 103, dal} die
erwihnien Korrekturen unerlaBlich sind, wenn man zu endlichen Fortpflanzungsge-
schwindigkeiten kommen will. Die charakteristischen Geschwindigkeiten sind +-¢

9% Beanspruchung eines Biegetrdgers bei schlagartiger Querbelastung, YD I-Forschungsheft 44 (1954).
0 Spannungsoptische Untersuchung des Querstofies auf eine Kreisplatte, ZAMM 39, 8. 1981f. (1959}, und
Der Biegestof auf eine elastische Rechteckplaite, Forsch. Ing.-Wes, 30, N.3, 5. 140{f. (1964).
18% Vorfahiren zur Untersuchung dynamischer Beanspruchungsprobleme ZAMM 52, Heft 10, 8. 34861 (1972).
101 (n waves in an elastic plare, Proc. Roy. Soc. London Ser A 93, 1971,
102 (In the transverse vibrations of bars of uniform cross section, Phil. Mag,, Ser.6, 43 (1922).
103 Die Aushreitung von Biegungswellen in Stdben, ZAMM 22, 8. 312K, (1942).
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und +c. Diec erste ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines Biegemomenten-
sprunges, dic zweite die einer Unstetigkeit der Querkraft. Beide Unstetigkeiten brei-
ten sich mit senkrechter Stirn und konstanter Sprunghhe aus.

Weitere und neue Finsichten bringende Beitriige stammen von H.SCHIRMER!* und
M. A. DENGLER 105,

9 SchlaBbemerkungen

Es gibt noch einige in das Gebiet der Spiele gehrige Erscheinungen, deren quantita-
tive Beschreibung von einem StoBvorgang ausgeht. Die bekanntesten Beispiele sind
das Billard-, das Tennis- und das Golfspiel. Es wurde schon darauf hingewiesen 196,
daB der ZusammenstoB elastischer Kugeln untercinander und mit der Bande das
Grundproblem des Billardspiels bildet, dessen Theorie G. Coriorts (1792-1843) ein
ganzes Buch widmete10?. Mit der Beschreibung bzw. quantitativen Erklirung der
Flugbahn eines vom Schliger getroffenen Tennisballes beschifiigte sich schon New-
Tow im Jahre 1671108, Zahlreiche Abhandlungen iiber die Bewegung des Golfballes
wurden in England verfaBt. Einen ausgezeichneten Uberblick iiber die Theorie der
angefithrten Spiele gab G. T. WALKER unter dem Titel Spiel und Sport in der Encyklopi-
die der mathematischen Wissenschaften10°.

s [Fher Biezewellen in Staben, Ing-Archiv 20,5, 2471f. {1952).

105 Transversale Wellen in Stiben und Platten unter siofformiger Belastung, Osterr, Ing.-Archiv 70,
Heft 1, 5.394f. ‘

196 FuBnote 17.

W7 Théprie mathématique des effets du jen de billard (Panis 1835},

108 Tspacl NEWTONI, Opera quae exstant omnia, Yol.4, (London 1779-1783), 5. 297,

wd Bd.IV. 2 Teilbd., Ziffer 9, S.1274F.



