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R. FRISCHBIER 

Zur Losung des HorperstoBprablems 

In  der vorliegenden Arbeit wird das bisher ungeloste Problem des Korperstofies dadurch einer Losung zugefiihrt, daJ in 
ihr die  Impulserhaltung im Sinne von D e scar t e a begriindet wird. Die entwickelten StoJ7ansatze werden auf den Zentralstop 
eines freien gegen einen gleichen festen Stab aus elastischem h m g e n e n  Material angewandt. Dieses Problem wird einer 
geschlossenen Losung. zugefiihrt. Sie wird mit den spannungsoptischen Druckaufieichnungen eon S c h  wieger verglichen 
und damit in guter Ubereinstimmung befunden. 

In  the present paper the u p  to now unsolved problem of collision between bodies has been brought to a solution by explaining 
the conservation of impulse in the sense of Descartes.  The equations forpushes developed are applied to the central collisions 
from a rod of elastic homogeneous material towards a rigid rod of the same material. This problem i s  brought to closed 
solution. I t  i s  compared with the photoelastic registrations by S c  h w i ege r and found to be in good agreement. 

B mo%i pa6o~e RnepsbIe pemaeTcH aanava yAapa Ten n p ~  coxpavemn mnynbca B Ae K apT 0 B 0 M cMmxe,. 
RpmemeTcn pa3~~1~b1fi  B namoii pa6oTe n o n x o ~  K pemeItum npo6ne~hi qeHTpanbHoro ynapa c~o6on11oro 
cTepmHa no cTepmHm TOB Ne ~ ~ O ~ H O C T H  133 ynpyroro oaHoponHoro MaTepHana. IIonyseHo ~ ~ M K H Y T O ~  peme- 
m e  a ~ o i i  npo6ne~bi. Cpameme pememn c ~ ~ ~ C T O O ~ T H ~ ~ C K B M H  nccnenoBamnMa B pa6o~e LlIs  rep a 
neno xoporuee coomeTcmHe. 

In seinem Lehrbuch [ 11 zur technischen Mechanik hetont J, S Z A B ~  : 
,,Der Ablauf des Stopvorganges, insbesondere der zeitliche Verlauf der Stopkraft, ist in allen Einzelheiten bis heute 
noch nicht geklart, wenngleich man sich fur d e n  Stop schon sehr friih z u  interessieren begann; man bedenke, dap das 
,Schlagen' mit Hammer, Axt, Rammbock usw. zu den primitdusten Tutigkeiten menschlichen Handwerb gehort". 

Der StoB ist ein Grundphlnomen der Bewegung der Korper. Wenn zu diesem festgestellt werden muB, daB 
er in allen seinen Einzelheiten bis heute nicht geklart ist, so kann darin Grundsatzliches nicht in Ordnung sein. 
Was das ist, dem sol1 in dieser Arbeit nachgegangen werden. 

1. Die allgemoinen Stoflgleichungen zum ZentralstoB 

Zur Klarung dessen, was in der bisherigen Beschreibung des StoBvorgangs nicht in Ordnung ist, betrachten wir 
als einfachsten Fall den geradlinigen ZentralstoB zweier Korper. 

Es bezeichnen in Richtung der Zentrallinie Gi (i = 1,2)  die BewegungsgroBen der Korper und Kij die Sto13- 
kriifte, die senkrecht zur Stofiflache ins Innere vom i-ten Korper wirken. Dann gelten die StoBgleichungen 

Gi=Kij ,  i # j = 1 , 2  (1) 
linter der Wechselwirkungshcdi~~gnng 

K12 = - K21. 

AuBer diesen iiberlegt man sich das Bestehen zusiitzlicher Bquivalenzen. 
An stolienden Korpern hat man nicht nur eine Bewegung Gi auf die Stofiflache zu, sondern vielmehr auch 

eine von dieser weg, namlich die der Stauchung, die sich von der Stofiflache ails in die Kijrper ausbildet. Dieser Gi 
entgegengerichteten Bewegung ist gleichfalls eine resultierende GroBe - W ,  zuzuschreiben. Wie der h d e r u n g  
von G, mu13 aber auch der von - W ,  das Gleichgewicht durch die Flachenkraft Kij, 

- Wt = Kij , 
gehalten werden. 

1st t = 0 der Beruhrungszeitpunkt der Korper, so mu0 

(3) 

Wi(0) = 0 (4) 
sein; denn von diesem Augenblick an beginnt sich die Stauchung an den Korpern erst aussuhilden. Darum muB 
sich der Impuls der Stauchnng oder kurz ,,StoBimpuls" zu einem Stoheitpunkt, t > 0 zu 

t 

- W,(t) = J K;j(t) dt 

- W1(t) = W2(t) . 

(5) 

(6) 

0 

bestimmen. Beachtet man die Wechselwirkungsbedingung (2), so folgt die wechselseitige Gleichheit der StoBimpulse, 

Die Aufgabe der Mechanik deforinierbarer Korper ist es, StoBimpulse W,(t) wie StoBkrafte K;j(t) aus der 
Stauchungs- bzw. StoBwellenbewegung an den Korpern zu ermitteln. Sie zwingt zur Einbeziehung ihrer Gestalts- 
und Materialeigenschaften. 

Eliminiert man aus (1) und (3) die StoBkrafte, so geht daraus die fiqnivalenz resultierender Bewegungsande- 
rung 

hervor. Sie besagt, daB die Anderung der BewegungsgroDe des stoBenden Korpers gleich seiner StoBimpulsanderung 
ist. 

a, = - w, (7 ) 
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2. Die Kartesische Impulserhaltung 

Jntegriert man die Aquivalenzen (7) iiber den Stohkwhnitt t = 0 his t > 0, so folgen unter Beachtung von (4) 
die Inipulserhaltungen 

Gt(t)  + Wa(t) = Ga(0) - (8) 
Sie hesagen, daB die anfangliche BewegungsgroSe Ga(0) der Korper beini StoS erhalten bleibt. Beziiglich der GroSen- 
festsetzung von G,(O) uberlegt man sich folgendes: 

Beim StoB kann keine GroSe objektiv erhalten bleiben, die sich subjektitr nach Belieben durch den Wechsel 
des relativen Bezugsraumes abandern lafit. Die Objektivitat im StoBgeschehen hesteht in dessen ausschlieBlicher 
Wechselseitigkeit. Diese folgt aus den unterstellten Gleichungen nur S O ,  daR man die anfangliche BewegungsgroBc 
ini System wechselseitig gleich auf den Korper verteilt, 

Gl(0) = - G,(O) . (9) 
Das ist diejenige Verteilung der BewegungsgroBe auf die Korper, bei der einer den1 anderen im Kaum objektiv 
zu widerstehen vermag. Mit (9) ergiht sich unter Beachtung von (6) 

Gl(t) == - Gz(t) . (10) 
Damit ist in der Tat der wechselseitigen Gleichheit aller resultierenden GroGen beim Sto (3 Itechnung getragen. 

Da DESCARTES derjenige war, der die Erhaltung anfanglicher BewegungsgrdRe heim StoB behauptet hat, 
sollen (8) die Kartesischen Impulserhaltungen genannt werden. 

Die Verteilungen (10) sind die nach dem Massenmittelpunktssysten~ 

GI@) = C/012(t) = - PL"2lN = - G2(t); (11) 
dabei hedeuten ma die Massen der Korper, p die reduzierte Masse des Systems, 

und v12(t) die Relativgeschwindigkeit der Korper gegeneinander. Geht limn niit (1 1) in die Kartesischen Jnipuls- 
erhaltungen (8) hinein, so lassen diese sich in der Xorm 

tLUi j ( t )  + W&) = P%j(O) (13) 
schreiben. Hiernach ist bei Kenntnis der Stoaimpulswerte - Wl(t )  = W2(t) die Relativgeschwindigkeit vl,(t) aus 
der zu StoBbeginn, v12(0), bestimmt. 

Es seien jetzt vi(t) die Geschwindigkeiten der Korper relativ zu eineni Bezugsrauni, der gegen das Massen- 
niittelpunktssystem der stoBenden Korper die Translationsgeschwindigkeit a(t)  besitzt. Dann besteht rnit der 
Festlegung 

"1zW = s ( t )  - ?I&) = - "21(t )  

der phoronomische Zusammenhang 

, w j ( t )  = mdvt(t) - @)> . 
Unter diesem lassen sich die Relationen (13) dann in der Gestalt 

m,{vi(t) - 4 0 )  + Pdt) = mdvi(O) - 4 0 ) )  
darstellen. Verlangt man fur die vi(t) die analoge Beziehnng 

mavz(t) + wt(t) = mavz(0) (17) 

a(t) = a(0) hzw. m17il(t) + m2v,(t) = mlv,(0) + m,v,(O) , (18) 

wie fiir die vTJ(t) in (13), so fiihrt das auf die Bedingnng 

welche besagt, daS sich der Bezugsraum der va(t)  relativ zum Massennlittelpunktssysteni mit konstanter Relativ- 
geschwindigkeit (18) bewegen muB. Dann lassen sich die Impulserhaltungen (16) beiderseitig um GroRen mt(a)t 
= mia(0) vermindern, die sich subjektiv nach Belieben durch den Wechsel des relativen Bezugsraum abandern 
lassen. Die Folgen (17) solcher Verminderung sind bezugsraumabhangige Relationen. Als solche konnen sie nicht 
im Sinne ihres Anscheins ausgelegt werden, wonnch heim StoR die bezugsrsumabhangigen GroRen mtvi(0) erhalten 
hleihen sollten. Die Relationen (17) sind nur unter der Bedingung (18) richtig, die lediglich das Bewegungsver- 
haltnis zweier relativer Raume, nicht aber das wechselseitige StoBverhUtnis der Korper enthalten. Insofern sagt 
die Bedingung (18) auch nichts uber den eigentlichen StoBvorgang aus. Demgegeniiber enthalten die Kartesischen 
Impulserhaltungen (8) eine allgemeine Beschreibung des StoRvorganges, da sie der objektiv wechselseitigen Ein- 
wirkung der Korper beim StoB Rechnnng tragen. 

3. Me Beschroibung des ZentralstoRcs mit der Kartosischan Tmpulsorhaltiing 

Nach MaBgabe der Kartesischen Impulserhaltung (8) miissen in dem MaRe, wie vom Beriihrungszeitpunkt t = 0 
an die StoSimpulse W,(t)  anwachsen, im gleichen MaBe die BewegungsgroBen Q i ( t )  abnehmen. Diese Abnahme 
geschieht bis zu dem Augenblick t = t r ,  zu dem die StoBiinpulse auf den Wert 

Wl(t,) = GI(0) = - G2(0) = - W,(tk) (19) 
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angewachsen bzw. die BewegungsgroBen Null geworden sind, 

Die Aquivalenzen (19) stellen die Bedingungen dar, welche die Stauchung an den Korpern normieren. Dieser Nor- 
mierung zufolge miissen alle StoSgroBen Proportionalitiit zur anfiinglichen Relativgeschwindigkeit der Korper 
gegeneinander und damit zu einer GroBe zeigen, die invariant gegeniiber jedem Wechsel eines Bezugsraumes zu 
einem anderen ist. Man erreicht somit fur den KorperstoB die Unabhangigkeit von der Wahl des Bezugsraumes 
dadurch, daB man die resultierenden StoBgroBen auf objektiv wechselseitige Wirkungen an den Korpern zuriick- 
fiihrt. 

G,(tk) - G z ( t k )  = O - (20) 

Den Stofiahschnitt 

o < t < t k  (21) 
des Anwachsens der StoBkrafte vom Wert 

K,,(O) = - K2,(0) = 0 
his auf den maximalen Wert 

I K 1 2 ( t k )  1 = 1 K 2 1 ( t k )  1 = Max 
bezeichnet man als Kompressionsphase. 

Der Zeitpunkt t k  des Kompressionsendes ist zugleich der Beginn der Restitution. Bei dieser geht zufolge der 
Abnahme der StoBkriifte K i j ( t )  die Stauchung an den Korpern zuriick. Gleichzeitig wachsen aber nach (5) die StoB- 
impulse iiher den Wert (19) hinaus an. Wegen der Impulserhaltung (8) mu13 dann in dem MaBe, wie Wz(t)  iiber den 
Wert G,(O) hinanswachst, die Rewegungsgrofie G,(t) wieder uin einen Anteil anwachsen, der zur anfiinglichen Be- 
wegungsgroRe G,(O) entgegengesetzt ist. Der StoB ist in dem Zeitpunkt t = te beendet, in deni die StoBkrafte ver- 
schwinden, 

K , ( t e )  = - K z l ( t e )  = 0 * 

G&) = - *&) = 0 
Dam sind nach ( I )  und (3) die notwcndigen Redingungen 

fur die Konstanz der BewegungsgroBen und StoBimpulse in der NachstoBphase erfiillt. Den StoBabschnitt 

t k  < t < t e  (26) 
des Abnehmens der StoBkrafte voin maximalen Wert (23) bis auf den verschwindenden Wert (24) nennt man die 
Restitutionsphase. 

Definiert man unter Beachtung von (5) die StoBzahl 
t .  t r  

so lassen unter Beriicksichtigung von (19) die Kartesischen Impulserhaltungen (8) fur das StoBende die Dar- 
stellungen 

G,(te) = - RGi(0) (28) 

Qi = ( I  - R )  Gi(O) = 2 W , ( t k )  - W,(t,) (29) 

zu. A m  ihnen erkennt man in 

diejenigen Werte, um die die BewegungsgroBen in der NachstoBphase t > t, von denen beim vollkoniinen elasti- 
when StoB mit der Bestimmung 

R = l  (30) 
abweichen. Folglich bedeuten die Impulsdifferenzen (29) dasjenige Kartesische MaB, mi das sich der Deforniations- 
zustand der Korper beim StoBende relativ von dem bei StoBanfang unterscheidet. Nun konnen die Korper in der 
Restitutionsphase einen Impuls allenfalls in der GroBe wieder abgeben, in der sie ihn in der vorangegangenen 
Kompressionsphase aufgenommen hnhen. Thrum unterlicgt die Sto fizahl (27) den Beschrankungen 

O S R S l .  (31) 

Die untere Schranke R = 0 entspricht dem vollkommen unelastischen StoB. 
Setzt man in (28) die Bestimmungen (11) ein, so folgt die auf NEWTON zuriickgehende StoBhypothese 

= - R7J,,(O) (32) 
Man nennt die Stofiznhl R dnrum nnch den NEwToNschcn Restitutionskoeffizienten. 

4. Die deformntorischen Bestirnmungen Ber StoBimpulse und StoBkrlfte 

Es seien ri  = r j (0)  die Lagen der Korperteile dVt in den ungestauchten Korpern und ri(t) deren Lagen im korper- 
festen Bezugsraum der r, zum Stauchungsaugenblick t ; dann sind 

r,(t) - r,(O) = wi(r,, t )  (33) 
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die momentanen Stauchungen an den Kiirpern. Aus ihnen bestimmen sich die Elemente der StoBimpulse mit ,oi 
als den Dichten zu 

dWi = pi?b, d V i .  (34) 
Sie ergeben zur Bestimmung fur den gesamten StoBimpuls das Integra 

W+(t) = f eiWi dVi * 

Vt 

Es seien weiter 

(35) 

c, = OCWi, 4 (36) 

UI n, (37) 

die Spannungsdyaden zu den gestauchten Korpern und 

die Driicke auf die gerichteten Oberfliichenelemente n, dP, der momentanen StoBflLchen. Dann miissen die StoB- 
krafte aus den Flachenintegralen 

K j ( t )  = S 0% . nt dF, (38) 
Pi 

bestimmbar sein. 

ublicher Weise auf Feldgleichungen deformierbarer Korper, 
Vermittels der integralen Bestimniungen (35) und (38) lassen sich die Bnderungen der Stofiimpulse (3) in 

@iW? = B * U 2 ,  (39) 
zuriickf uhren. 

6. Die Anfangsbedingungen der Stauchung nnd ihre Normierung 

Setzt man in der VorstoBphase t < 0 die Korper als ungestaucht voraus, so unterstellt man, daB ihre Teile relativ 
zueinander in Ruhe sind. h o  verlangt man das Bestehen der Ruhbedingungen 

w i  = ivi = Wi = 0 fiir t < 0 .  (40) 
Da der Beriihrungszeitpunkt zugleich Ende der Vor- wie Anfang der StoBphase ist, stellen (40) die Anfangsbedin- 
gungen fiir die Stauchung an den Korpern dar. Man mu13 hier aber noch mehr verlangen. 

Es breitet sich namlich die Frontflache der Stauchung mit endlicher Geschwindigkeit in die Korper aus. 
Darum miissen die Bedingungen (40) noch zu Zeiten t > 0 fur alle jene Korperteile Vi - bestehen, die von der 
Frontflache der Stauchung noch nicht iiberlaufen sind. Sind demnach Ti die zum Augenblick t > 0 bereits gestauch- 
ten Korperteile, so mu13 die Bestimmiing der StoBimpulse in der Form 

wi(t) = J e,?i?, e CI V, - vi 
moglich sein. Wiihrend der Stauchung wirken die Elemente der Korper nicht gleichzeitig, sonderd vielmehr nach- 
einander. Das ist bei den BewegungsgroBen nicht der Fall. Hier wirken entsprechend der Formel 

die Korper rnit allen ihren Elementen gleichzeitig. Die GesamtimpulsgroBe stoBender Korper G,( t )  + Wi( t )  setzt 
sich daher aus zwei grundsatzlich zu unterscheidenden Bewegungsformen zusammen. 

Die bisher iibliche Zusammenset)zung war die der Bewegung starrer Korper nachgebildete, niimlich die der 
Zfberlagerung der Massenmittelpunktsbewegung mit der Bewegung der Korperelemente relativ zum Massenmittel- 
punkt. Diese Art der Zusammensetzun'g ist im Falle deformierbarer Korper nur richtig, wenn sich die Korper im 
eingeschwungenen, stationaren Zustand mit der Bedingung 

befinden, in der si die Beschleunigungen der Korperelemente relativ zum Massenmittelpunkt . der Korper sind. 
Sie wird falsch, wenn die Korper wie beim StoB im einschwingenden, nicht stationiiren Zustand W, # 0 sind. 

Trotz der Homogenitat der Feldgleichungen (39) und ihrer Anfangsbedingungen (40) lassen sich die Stauchun- 
gen auf Grund der Inhomogenitat der Impulsbedingung (19) als verschieden von Null bestimmen, denn dsnach 
mussen in Verbindung mit (35) die Stauchungen so normiert werden, da13 zum Zeitpunkt des Kompressionsendes t k  

Aqnivalenz mit der anfanglichen BewegungsgroBe, 

f eiwt(ri, tr )  - e dV< = - Gi(0) , (41) 
Vi 

besteht ; dabei ist e der Einheitsvektor der ZentralstoBlinie. Der Zeitpunkt t k  ist aus der Maximumsforderung (23) 
zu bestimmen. 

Zu den Anfangsbedingungen (40) ist hier noch eine grundsiitzliche Anmerkung zu machen: Die Stauchungen 
sind der Definition nach deformatorische Verschiebungen der Elemente eines Korpers relativ gegeneinander und 
nicht Verlagerungen beziiglich eines LuBeren relativen Raumes. Die Beurteilung der Stauchungen hat darum dyna- 
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misch in den1 MaBe zu erfolgen, als Flachenkrafte auf die Korperelemente einwirken, die sie zwingen, ihre relative 
Lage gegen ihre Nachbarelemente zu Lndern. Bein1 Vordringen der StoBwelle in die Korper ist ihren noch unge- 
stauchten Elementen vollige relative Ruhe (40) und nur denjenigen Elementen Bewegung zuzuschreiben, die 
iiiomeritan gestaucht werden. Man kann die Bewegung hier nicht in einein beliebigen auBeren Bezugsraum beur- 
teilen, gegen den auch den ungestauchten Teilen dem Scheine nach Bewegung zukame. Darum ist es grundsatzlich 
falsch, wenn SAINT VENANT [ 2 ]  und NEUMANN [3], [4], [5] zu Anfangsbedingungen der Deformationsbewegung 
an den Korpern diejenigen phoronoinischen Geschwindigkeiten machen, die diese zu StoBbeginn dem Scheine nach 
gegen den gewiihlten BuWeren Bezugsrauni haben. 

6. Die Endbedingungen bei der StoBbewegung 

Die theoretische Behandlung des StoBproblems wird zeigen, tiall es selbst unter Einbezichung der Spannungs- 
Dehnungs-Beziehungen noch nicht losbar ist. Man ist gezwungen, sich nach weiteren Bestimmungen unizusehen. 
Solche findet man in den Bedingungen vom StoRende. 

Aus (25) folgen in Verbindung mit (35) die Bedingungen 

Beiin Stollende werden sich 
be finden. Vielmehr werden 
aus dem Verschwinden der 

die Korper im allgemainen aber niclit wieder iiii Dcforiiiatioiiszustarid voin SLoBbeginn 
iin Falle elastischer Korper dicse zu Schwingungen angeregt sein. Folglich darf man 
Integrale (42) nicht auf das Verschwinden ihrer Integranden schlieBen. Bei nicht ver- 

schwindenden Integranden aber-konnen die Integrale (42) den Wert Null nur dinn annehmen, wenn es eine die 
Korper V ,  in zwei Teile V;, Vy iiiit V ,  = V ;  + Vi' teilende Flache Ft(rl)  = 0 gibt,, so daR auf dieser der jeweilige 
Integrand verschwindet, 

etGi(r;, t,) - e = 0 , (43) 
und in den Teilgebieten V: und Vi' entgegengesetztc Werte hat. Man darf also &us (42) auf die Aquivalenzen 

f eiwl(rt, t,) - e dJ'i = - f etkt(ri, t,) e dV::' 
V,: i 

),'I 

(44) 

schliel3en. Jetzt stellen diese aber die GrdlJen der Impulsanderur~g der angeregten Sohwingung dar, die an den Kor- 
pern durch den StoB bewirkt worden sind. Unter dem Grundsatz der Wechselseitigkeit aller resultierenden StoB- 
wirkungen ist die Anregung einer Schwingung an den Korpern nur init deni Bestehen der Bquivalenzen 

vereinbar, wo J': die Teile niit den Beruhrungspunkten der stoAenden Kiirper skid. Hierrnit ist unvereinbar, daB 
bei StoBende der eine Korper spannungsfrei, der andere dagegen spannungsbehaftet ist, wie dasnach SAINT VENANT 
und NEUMANN der Fall sein sollte. 

Bei StoBende sind aber nicht allein die den ezwi . e nach (39) entsprechenden Bquivalenzen 

Wjo)(ri ,  t,) = V . ut(rZ, t,) . e (46) 
durch den StoB bewirkte FeldgroRen. Vielinehr sind das alle diejenigen abgeleiteten GroBen 

die aus den GriiWen (48) durcli fortgcsetzte unbestiiiinite Integration nach der in die ZentralstoBlinie fallenden % 

Koordinate xi = ri  - e hervorgehen. Daruni sind um der Wechselseitigkeit aller durch den StoB bewirkten Feld- 
groBen (47) willen auch fur sie die (45) entsprechenden Wechselseitigkeitsbedingungen 

j- Wp-l)(rl, t,) dV; = - f W&m-1) ( rZ ,  t,) dVi , m = 1, 2 .  (48) 
V ;  v; 

EU verlangen. Dabei entspricht der Fall n~ = 1 dcr Forderung (45). 
Um xu gewahrleisten, daB bei StolJende die Stoljzalil den grolltiniigliclien Wert im ltaliiiien der aufgestellten 

Bestimmungsgleichungen annimmt, inuB man zu den bisher formulierten Stoljbestimmungen eine von einem Para- 
meter abhangige Losung suchen. Dabei darf und kann die StoBzeit T als moglicher Parameter gewahlt werden. 
Aus der Parameterlosung R(T) ist die wahre StoBzeit T = t, aus der Forderung 

R(t,) = Max (49) 
zu ermitteln. Wegen (49) ist gewahrleistet, daB die Korper im Augenblick der Trennung ein Maximum an Bewe- 
gungsgroBe (28) zuriickerhalten, oder aber die Schwingungen an ihnen durch ein Minimum an ImpulsgroBe (29) 
angeregt sind. 

Damit sind die Bedingungen aufgefiihrt, um zumindest den ZentralstoS schlanker elastischer Stabe im Rahmen 
der linearen Elastizitiitstheorie mit hinreichend bekannten Mitteln behandeln zu konnen. Bevor das getan wird, 
sollen die grundlegenden Erhaltungssatze beim StoB formuliert werden. 
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7. Die gruridlegenderi Erhaltungaiitzc beirn StoG 

Nach den Betrachtungen zur Behandlung des ZentralstoRes zweier Korper sollen jetzt die Grundgleichungen fur 
den allgenieinen StoBfall zweier Korper forniuliert werden. 

Zu diesem Zweck hat man uber die GrundgroRen des ZentralstoBprobleins 

1) d ie  Bewegungsgrofien Ga(t) 9 

2 )  die  Stopimpulse m7a(t) 7 

3) die Stopkrafte K,,(t) 

4) die  Drehbe weyunysyrbpeiL I),@) 2 

5 )  die Brehstofiimpulse sa(t) , 
6) die Stofimornente Ma?(t) 

liiriaus die QrundgroBen des L)relistolS~~roblcii~s 

cirizufuhren. Dann sind die allgenieinen BtoBgleichungen durch die Bnderungsgleicliungen der resultierenden 
Bewegung 

und 
a) C ,  = l& , 1)) I), = M,, (50) 

a) - ll’, = If,, , (51) 

a)  Kl, = - K,, 7 (52) 

13) - st = Mt/  

b) MI, = - ikl~~ . 
gegeben. Dabei fordert das W e c l ~ ~ e l ~ ~ i r l ~ u n g s p ~ r ~ z i ~  

Eliniiniert man aus den StoWgleicliungcn die StoUkrafte bzw. StoRnioniente, so folgen die Aquivalenzen der resul- 
tierenden Bewegung 

a) &, = - Wt , (53) 

a) W , ( O )  = 0 , 1)) S,(O) = 0 (54) 

1)) I), = - 8, * 
Integriort iiian diese uber eirien Stollabsclinitt, so folgen aut Grund der Anfangsbcdingungen 

iiiit den Wechselseitigkeitsbedingungen 

a)  GlW = - G,(t) , b) Wl(4 = - Wdt) 9 c) S1(t) = - &(t )  . (56)  
Die Drehinipulserhaltungen (55 b) unterscheiden sich von den Impulserhaltungen (55 a) grundsatzlich dadurch, 

daO die anfanglichen Drehbewegungsgrofien dynaniisch allgemein mit 

Q(0)  # - D,(O) ( 57 1 
urid nicht mechanisch wie die BewegungsgroWen entsprechend (5Cia) zu beurteilen sind. 

Wie namlich der Drehzahlniesser in Form des Zentrifugalregulators deutlich macht, muB die Drehbewegungs- 
grdlle aus der wechselseitigen Relativbewegung der Korperelemente gegeneinander heraus beurteilt werden. Fur 
eine solche Relativbewegung ist es nicht einerlei, ob man den Raum relativ zum Korper oder aber den Korper mit 
der entgegengesetzten Bewegung relativ zum Raum dreht. Im ersteren Fall ist die Bewegung bloB phoronoinisch, 
bei der die Korperelemente keine Relativbewegung gegeneinander erfahren. Einzig im zweiten Fall tritt eine 
wechselseitige Relativverschiebung der Korperelemente gegeneinander ein. Dadurch erweist sie sich als wirkliche 
und nicht bloR scheinbare Bewegung. Die Drehbewegung eines Korpers ist also dynamisch nach MaBgabe der 
Krafte zu beurteilen, die bei dieser an den Korperelementen wirksam sind und deren Moniente die Drehbewegung 
in Wahrheit bedingen. Die anfanglichen DrehbewegungsgroBen sind daher unabhangig voneinander nach den 
dynaniischen Verhaltnissen in ihnen festzusetzen, weshalb im allgemeinen auch (57) gelten wird. 

Nach MaBgabe der Kartesischen Erhaltungen (%a, b) sind die Dreh- bzw. BewegungsgroBen bestimmt, 
wenn die Dreh- bzw. StoBinipulse es sind. Diese konnen nur so bestimmt sein, daB man die StoRgleichungen (51a, b) 
auf Feldgleichungen fur die Stauchungen zuruckgefuhrt und sie aus diesen ermittelt hat. Sind Dreh- und StoB- 
impulse aus diesen eriiiittelt, dann sind Dreh- und BewegungsgroBen der Korper wahrend des StoBes und nach 
deli1 StoJJ iiber die Kartesischen Erhaltungen (55a, b) eindeutig bcstinunt. 

8. Der Kartgsisch-Leihniaschc Erhalturigsstreit 
Die Ilreh- bzw. StoBimpulse lassen sich aus den Kartesischen Erhaltungen (55 a, b) mittels der Wechselseitigkeits- 
bedingungen (56 b, c) herausheben. Die Folgen sind die bisher als Dreh- bzw. Inipulserhaltung ausgegebenen Satze 

8) Gl(t) + G,(4 = 4(0) + G(0) , b) DlM + W )  = 403 + D,P) (58) 
In Wahrheit bedeuten sie aber keine Erhaltung entsprechender GroBe in der Zeit, sondern vielniehr nur die Bedin- 
gung wechselseitiger Gleichheit der Dreh- bzw. StoBimpulse in jedein Augenblick des StoBes. 

Hatte man nichts als die Relationen (58a, b), so verfugte iiian in ihnen uber zwei vektorielle Bestimniungs- 
gleichungen fur die vier vektoriellen Stofiunbekaiinten 

G,(t) , U,(t) i = 1, 2 . (59) 
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Also verlangte ilire vollstandige Festlegung zwei weitere vektorielle Bestininiungsgleichungen. Diese konnen nioht 
nach der bloBen Moglichkeit ausgewahlt werden, die Unbekannten mathematisch festzulegen, denn allein aus 
dieser Moglichkeit heraus liefie sich nicht die Notwendigkeit als Bedingung fur die die Bewegung bestininlenden 
GroBen (59) begriinden. Die Erkenntnis, daW eine mathematisch mogliche Bestinimungsgleichung no t  wendig 
fur die GroRen (59) ist, vermag einzig daraus zu entspringen, da13 man sie aus den Bnderungsgleichungen (50a, b ;  
51 a, b) ableitet ; anderenfalls hieBe das namlich Bestimniungen in Rechnung zu stellen, die sich nicht als Bnderung 
der Bewegung LuBerten. 

Die beim StoB bewirkten Stauchungen sind dann nicht bestimmt, wenn man iiber die vektoriellen Bestini- 
ittungsgleichungen (58a, b) hinaus eincn einzigen skalaren Satz Leibnizsehcr Erhaltung 

___ _ ~ _ _ _ - _ -  

! q t )  + A(t )  = rr’(0) ) (60) 
iiiit T als lrinetischer Energie und A als inrierer Energie des Systeins, dcr stolJenden Korpcr hinzufugt. Dieser 
skalare Satz enthalt an sich weder die Moglichkeit, sich auf die vektoriellen Feldgleichungen (39) zu reduzieren, 
noch die Moglichkeit, die vektoriellen GroBen der Stauchung aus ihm heraus norniieren zu lassen. Folglich ist von 
dieseiii Leibnizschen Standpunkt aus keine Bestimrnung des physikalischen Grundphanomens der KorperstoBe 
nioglich. 

Die Kartesischen Erhaltungssatze (55a, b) bestintinen unter dcn genannten Voraussetzungen alle unbckanntcn 
Stollgriillen (59) vollstandig. Daruni ware es ein Widerspruch, wunn es iiber sic liinaus eine zusat zliche, von ihncn 
unabhangige, ErhaltungsgroBe (GO) gabe. Der Widerspruch lage aber nur dann vor, wenn sich die Leilonizsohe 
Erhaltung (60) aus den StoBgleichungen (50a, b ;  51a, b) ableitete. Das aber ist nicht der Fall. 

Indem der dargelegte Kartesische Standpunkt niit seinen vektoriellen Erhaltungen (55 a, b) das anstehende 
StoBproblem vollstandig bestimmt, der Leibnizsche Standpunkt mit seinen Gleichungen (58a, b) und (GO) dieses 
dagegen prinzipiell unbestimmt lafit, ist allein der Kartesische der mogliche und daruberhinaus notwendige Stand- 
punkt. 

Ariwendurigsbcisyiel: I)er Zaritralstoll cines freiuii gegen eirieri glcichcn festal1 Stab 
1. Yroblenis te l lung 

Als Anwendung zu den entwickelten StoBansatzen soll hier der einfachste Fall geradlinigen Zentralstohs, der 
schlanker Stabe aus homogenem elastischen Material, behandelt werden. Auf diesen hatten auch SAINT VENANT 
und NEUMANN ihre Betrachtungen eingeschrankt. Die wesentlichen Vereinfachungen bestehen dabei darin, daB 
man naherungsweise mit ebenen Stauchungszustanden rechnen darf. Im Rahmen dieser Unterstellung soll hier 
aber noch nicht der StoB freier Stiibe, sondern der eines freien gegen einen gleichen festen Stab behandelt werden. 
Seinen Grund hat das darin, daB dieser Einzelfall mathematisch eine geschlossene Losung zulaBt . Zunachst sollen 
jedoch die StolJansatze in bezug auf unterschiedliche Stabe, sowohl den Abmessungen wie dem Material nach, 
entwickelt werden. 

Entsprechend der Voraussetzung diirfen die Stauchungen in der einkomponentigen Forin 

W , ( X , ,  4 = w h ,  t )  * e (61) 
niit den: Variabilitatsbereich 0 5 x, 5 1, der ca-Koordinatc angesctzt werden; dabei sollen 1, die Stablarigen und x, 
die Lagen der Querschnittsflachen der Stabe senkrecht zur ltichtung e der Zentrallinie sein. Weiter kennzeichnen 
2% = 0 die StoBflachen und 2% = 1, die jeweils auBeren Stabflachen. Daruberhinaus bedeuten Fl= F2 die konstanten 
Querschnittsflachen, Ei die Elastizitatsmoduln und c,  = (E7/@t)1/2 die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Schall- 
wellen in den Staben. Der Nabla-Operator ist in der Form 

(62) 7 = (- 1)l e a/ax, , 
die S~aIinungs-Dclinungs-Beziehungen sind deiti Hoolixschen Gcsetz cntsprecliend in der Forni 

f&(x,, t )  = (- l)% &wi;zi(xt, t )  
anzusetzen. 

Zur Konstruktion der Stauchungc~i w, is1 es zweckiridlig, dic diiiionsionsloseri Yaraiiieter 

niit den St,abinasscn ni, sowic die VcrLridcrliclic t: 

einzufuhren. Dainit bestiiiinien sich die Charakteristiken der Schallausbreitung zu 

q . I = t - t i ,  5 i = t + t i .  
Mit diesen Charakteristiken definieren wir die D’ALEMBEBTSC~CI~ Ausdrucke 

(65) 

(66) 
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wobei die Funktion I ( @ )  den Forderungen 
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(68) 

unterliege; dabei deute der Strich am Funktionszeichen f Ableitung nach deiii Argument @ an. Die D’ALEMBERTschen 
Ausdriicke (67) sind nur scheinbar unendliche Summen, da fur endliches e > 0 wegen (68) stets nur eine endliche 
Anzahl ihrer Summanden von Null verschieden sind. 

2. Die  E igenscha f t en  de r  D’ALEMBERTSchen Ausdri icke,  
Aus den D’ALEMBERTSchen Ausdriicken (67) liest man die nachstehenden Eigenschaften ab : 8ie sind Integrale der 
Wellengleic hungen 

Wi;rr  = wi;€.€i 9 (69) 
die unter den erhobenen Voraussetzungen die Feldgleichungen (39) sind. Das Integral (67a) genugt der Bedingung 
der Lastfreiheit an der aul3eren Stabflache = 1 bzw. zl = 1,: 

W ] ; € ,  (1, z) = 0 . (70) 

w,(n2,t) = 0 .  (71) 

Das lntegral (67b) erfullt die Uedingung der Uiiverriiokbarkeit fur die Stabfliohe t2 = A2 bzw. x2 = 1,: 

Dabei bezieht sich der Index 1 auf den freien ersten und der Index 2 auf den festen zweiten Stab, der an seiner 
Flachc x2 = 1, festgehalten wird. Auf Grund der Eigenschaften 

w<;€i(ot T )  = - P,f’(z) (72) 
bestellen an den Stofiflachen 5, = 0 unter Beachtung der Festsetzung (64) die (2) entsprechenden Wechselwirkungs- 
bedingungen 

W z ; t , ( 0 ,  t) = 1’2W1;b1(0, . (73)  

wi = w, = wi = 0 fur z 5 ti . (74) 

SchlieBlich bestehen noch wegen der Verabredungen (08) die (40) entsprechenden Anfangsbedingungen 

An den Eigenschaften (72) wird deutlich, daB der StoB der Stabe theoretisch so angegangen wird, daB man die 
Stofiflachen wechselseitig gleichen zeitlich veranderlichen StoBkraften aussetzt und unter ihrer Einwirkung die 
Stauchung der Stilbe getrennt voneinander beschreibt. In  der Behandlung des gleichen Problems durch NEUMANN 
werden die stoflenden Stabe zu einem elastischen Kontinuum zusamniengefiigt . 

3. Der  Ansa tz  f u r  d ie  F u n k t i o n  f (e)  
Fur die in (67) unbestimmt angesetzte Funktion f ( e )  liegt der allgenieine Ansatz 

f ( e )  = Po%) 
nahe, in dem Po eine multiplikative Konstante und F(p)  die Potenzreihe 

(75) 

(76) 

iiiit beliebigen Konstanten B, sind. 
Das Anlaufen von a(@) mit der dritten Yotenz von e ist dabei eine Polge der Voraussetzung (68), welohe das 

stetige Einschalten der Funktion f(e) nur bis zur zweiten Ableitung, aber nicht daruberhinaus verlangt. Der Ansatz 
(75, 76) ist darum in dem Sinne gerechtfertigt, da13 man die Bedingung 

lim /”(@) * 2P0e (77) 
-0 

postuliert. Yhysikalisch bedeutet sie, da13 man die Eigerischaft stetigen Einschaltens niclit uber die Beschleuni- 
gungsgroBen hinaus erhebt. 

4. Die  Norni ierung de r  StoBgroPen 
Nach (41) sind die Stauchungen (67) so zu normieren, daB die Aquivalenz 

(78) 

(79) 

0 

besteht ; dabei iedeutet rt die Abkiirzung 
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mit tk als der Kompressionsdauer. Geht man mit dem Adsdruck (67) in das Integral (78) hinein, so bestimmt sich 
unter Beachtung von (75) die multiplikative Konstante Po zu 

Hier ist eine Anmerkung notwendig: Zwischen dem StoS freier Stiibe und dem eines freien mit einem festen 
Stab besteht hinsichtlich der Verteilung der anfanglichen Bewegungsgrofie im System ein grundsatzlicher Unter- 
schied. Im zweiten StoSfall kann namlich die BewegungsgroDe nicht so auf die Stabe verteilt werden, da5 ein jeder 
daran den gleichen Anteil hat. Vielmehr mu13 hier dem freien ersten Stab die gesamte anfiingliche Bewegungsgrofie 
allein geniaS 

Gl(0) = T/Z,V,(~)  > 0 ,  Gz(0) = ~ , v , ( O )  = 0 (81) 
zuerteilt werden. Die Relativbewegung ist slso in diescm zweiten StoSfall nicht mechanisch wie in (9), sondern 
vielriiehr dynamisch wie in (81) zu beurteilen. 

Weiter ist in deiii hier betrachteten StoSfall die Form der Kartesischen Impulserhaltung (8) nur in bezug 
auf den ersten Stab entsprechend 

Gl(t)  + Wl(4 = 0) (82) 
richtig. Denn hinsichtlich des festen zweiten Stabes ist die Gleichung (3) der Stofiimpulsanderung um die Hinzu- 
nahme der lxeaktionskraft Z,(t) von der starren Wand auf die festgehaltene Stabfliiche x, = I ,  zu erweitern mnd 
demzufolge in der Weise 

(83) - Wz = K,, - Zz 
anzusetzen. 

Der Wert tt in (79) ist nach (23) unter Beachtung von (63) und (72) aus der Forderung 

- wl;~,(O, tn) = Y,F’(t,) = Max (84) 
bzw. aus der dafiir notwendigen Bedingung 

1 N 

tk 0 = 1 
-F’(z,) = 2 + 2 (2 + n) BnzZ = 0 

festzulegen. Nach (84) wie (80) sind damit tt wie Po bestimmt, wenn die Konstanten B,, es sind. 
Man stellt damit fest, daS die bisherigen StoSansLtze das anstehende Problem wegen der Willkiirlichkeit 

der Konstanten B,, (n = 1,2, ... , N )  unterbestimmt lassen. Also muB man sich nach weiteren Bedingungen f i i r  
die B, umsehen. Im StoSfall freier Stiibe sind dazu die Wechselseitigkeitsbedingungen (48) fiir das StoSende 
in Verbindung mit der Maxiniumsforderung (49) fur die StoSzahl in Ansatz zu bringen. I n  dem hier betrachteten 
StoS eines freien gegen einen gleichen festen Stab aber konnen wir diese Bedingungen auf die Forderung zuriick- 
fiihren, dafi beide Stabe bei StoSende wieder im Grundzustand vom StoSanfang sind, der StoS also vollkommen 
elastisch verlauft. 

5. Die S toSendbedingungen 
Mit t, als Stoozeit ist 

z, = - t, (86) 
Cl 

11 

dcr dinicrisionslose Stofiendyaranieter. Diescr ist nach (24) in Verbindung iiiit (63) und (72) aus der Bedingung 
1 N 

zu bestimnien. Zur vollstandigen Charakterisierung des Stofiendes postulieren wir das Bestehen der Konipreasions- 
freiheit der Stiibe 

a) wl(O, re) - ~ ~ ( 1 ,  t,) = 0 , b) wz(O, re) = 0 (88) 
und damit den Grundzustand von StoSanfang. 

Wahlt man in dem Ansatz (76) die Konstantenbestimniurigen 

so erhalt man die Darstellung 

Mit ihr ist die Bedingung (87), P’(z,) = 0, befriedigt. Aus (90) erschliefit man das Maximum (84) fiir den Wert 

44 
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Aus der Syniiiietrie der Kurve (90) Zuni Zeitpunkt z k  folgeri die Syiiiiiietricbedingungen 
# " ( t k  - p) = F ' ( z k  + m )  iiiit 0 5 (= t k  . (92) 

Integriert inan sie nach q~ zwischen den Grenzen 0 und t k  bzw. zk - a und tk - p, so entstehen daraus die identisch 
verschwindenden Relationen 

s ( 2 t k )  - 2F(Tk) = 0 ,  
(93) P(B) - F(&)  - F(2tk - B )  + F(2zk - a )  = 0 . 

Aus der ersteren folgt in Verbindung iiiit (90) und (91) 
-3 
re 

ff'(te) = 2F(t , )  = 2- 
(iO ' 

Geht man niit deni Ausdruck ((i7a) in die Forderung (88a) hinein, so ergibt sich daraus die Forderung 

(94) 

Iiier beweisl limn fiir die dialiret en Zahlenwerte 

(96) z, = 2m,  m = 1, 2, ... 
niit den ltelationen (93) das Verschwinden der Volunidehnung (88 a) bezuglich des ersten freien Stabes. Mit (96) 
liiBt sich nanilich (95) in die Forni 

wl(O, 2m) - ~ ~ ( 1 ,  2m) = Po ( F ( 2 m )  - W ( m ) }  + 

I [ 7 l l ~ 2 ]  + 3 2 ( P ( 2 k )  - P(2k - 1) - F(2m - 2k - 1 )  + F(2m - 2 k ) )  (97) 
P e l  

uniordnen, wo [u] die griinte natiirliche Zalil bedeutet, die hiielistens gleioh cc ist. Hier entstehen die in geschweiften 
Klanimern stehenden Sumnianden von (97), wenn inan in den Relationen (93) rk = m, a = 2k - 1, /I = 2k setzt. 
Demzufolge verschwindet der ganze Ausdruck (97). 

Fragt nian nun nach dern gleichzeitigen Verschwinden der Volunidehnung (88 b) des zweiten festen Stabes 
niit den diskreten Werten (96), also nach der Moglichkeit 

r 1 

so verlangt diese zunactist einnial das Bestehen der Gleiclilieit 

(09) 

Sie bedeutet Gleicliheit der Stabe in bezug auf die Uurchlaufzeit der Schallwellen in ihnen. Dariiberhinaus aber hat 
inan die natiirlichen Zahlen rn in (96) auf die geradzahligen 

m = 2n , n = 1, 2,  ... (100) 
einzuschranken. 

Erst unter den Bedingungen (99) und (100) zusaninien 1Gt sich nanilich (98) in die (97) analoge Foriii 

1 In121 

P = l  
w,(0, 41~) = POP, [ ( F ( 4 n )  - 2F(2n)} + 2 2 { F(4k) - F(4k - 2)  - F(47~ - 4k + 2 )  + P ( 4 n  - 4 k ) )  (101) 

uniordnen. Dann entstehen auch hier die in den geschweiften Klaniniern stehenden Suiiiiiianden von (101), wenn 
inan in den llelationen (93) t k  = 2n, a = 4k - 2,  ,4 = 4k setzt. Also verscliwindet dann gleichfalls der ganze Aus- 
druck' (101). Daiiiit ist fur die diskreten Wcrte 

re = 4 n ,  n = 1, 2,  ... (102) 
in dcr Tat das gleichzeitige Verschwinden der Voluiiideliriungen (88a, lu) von beiden Stiiben gewahrleistet. Nun 
sollte aber der wirkliche Stoozeitwert der unterst niogliche niit n = 1 sein und daniit die Stoezeit 

z, = 4 (103) 
betragen. Was diese StoBzeit (103) niit der Konsequenz der Spannungsfreiheit der Stabe zu dieseni Augenbliek 
anbelangt, so wird dieses durch spannungsoptische Druckniessungen von SCHWIEGER [GI an Glasstaben experi- 
rnentell vollauf bestatigt. 

Mit den1 StoSzeitwert (103) bestimnien sicli die Konstanten B, nach (89) zahleninaIiig zu 
B 1 -  --_1 a ,  B - - - t  2 - 1 0 >  N = 2 ,  

so dalS nacli (76) die Funktion F ( p )  ZU 

P(@) = @3 ---+- (; : :J 
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festgelegt wird. In  Verbindung mit (94) und (103) ergibt sich aus (80) der Norrnierungsfaktor der Stauchungs- 
groDen zu 

1, 15 
P, = - - Vl(O) -, 

Cl: 16 
wenn nian dabei die Festsetzung (81) beachtet. Daniit ist alles festgelegt, uni die in diesem Stofifall bewirkten 
StoBgroOen nunierisch angeben zu konnen. 

6. Die  Dar s t e l lung  de r  StoBgroOen 
Mit der Kenntnis des Normierungsfaktors (106) und der Funktion F(p)  nach (105) kann nunrnehr die Darstellung 
der StoWgdJen i i r i  StoBfall eines freien gegen einen gleichen festen Stab gegeben werden. 

a) Die resultierenden StoBgroBen 
Fur die StoBkrafte erhalt man in ihrer Zeitabhangigkeit aus (63) unter Beachtung von (72) die Darstellungen 

C1 p' C 

4 F(%)  4 Kij(t) = (-l) '-Gl(0) -- = ( - l ) iLGl (0 )  

Ini Gegensatz zu diesen glockenfiirniigen StoBkraftkurven ergeben die NEUMANNsChen StoOansatze die StoOkraft- 
bestimmungen 

Hiernach niiifite die Krafb auf die StolJflaclien zu StoBbeginn unstetig niit diesem endlichen Wert einsetzen und 
ihn iiber die ganze StoBzeit hin beibehalten. Folglich miifiten die Stofiflachen wiihrend der Stoozeit unbeschleunigt 
sein. 

Mit (107) bestiiiinit sich die Zeitabhangigkeit des StolJiiiipulses vom freien ersten Stab nach (5) zu 

Das ergibt die in der Figur 1 gezeichnete Kurve. Sie zeigt monotones Wachsen vom Wert Wl(0) = 0 uber den 
Wert W1(2) = Gl(0) auf den Endwert W1(4) = 2 4 ( 0 ) .  

z- - 
l'igur 1. Der StoOiiiipuls auf deli frcicii orstcii Stab Yigur 2. Uic Ue\r.cguiigrgrijUc voni Ireicii erslcii Stub 

Mit (108) wieder erhklt man iiber die Kartesische Impulserhaltung (8) bzw. (82) die BewegungsgroOe voiii 
freien ersten Stab in ihrer Zeitabhangigkeit zu 

(109) 

l)as ergibt die in Figur 2 dargestellte Kurve. Sie zeigt in der Kompressionsphase 0 < t < 2 ein monotones Ab- 
nehmen vom anfanglichen Wert Cl(0) bis auf den Wert G1(2) = 0 und in der Restitutionsphase 2 < z < 4 ein ste- 
tiges Anwachsen niit entgegengesetzter GroOe bis auf den Endwert G,(4) = - Gl(0), so daO der freie Stab bei 
StoBende die anfkngliche BewegungsgroBe in entgegengesetzter Richtung hat. 

Mit der Festlegung (108) erhalt inaii nach (27) als Wert fur die StoBzahl 

und dairiit die des vollkonirnen elastischen StoISes (30). 
Aus (83) ergibt sich in Verbindung init (67b) die Zeitabhangigkeit der Keaktionskraft Z 2  zu 

15 
Z,(t) = EzF2w2;z,(Z2, t )  = S G l ( 0 )  - {P ' ( z  - 1) + P(t  - 3)) . 

11 8 (111) 

44* 
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Hieran zeigt sich, daD die Iteaktionskraft an der starren Wand erst nach der Durchlaufzeit der Schallwellen durch 
den zweiten festen Stab auftritt. I n  Verbindung init (107) und (111) erhllt man aus (83) fur den StoBimpuls auf 
den festen zweiten Stab die Darstellung 

W 2 ( t )  = - G,(O) { F ( z )  - 2 F ( t  - 1) - 2P(t  - 3)) . (1121 
Das ergibbdie in der Figur 3 gezeichnete Kurve. Bis zuni Zeitpunkt z = 1 gilt wie im StoRfall freier Stabe die Wech- 
selseitigkeitsbedingung (6). Erst von z = 1 an beginnt sich der Stoflinipuls von der starren Wand auf den zweiten 
festen Stab auszuwirken. Das bedingt die Umkehr der StoBimpulskurve und ihr Anwachsen auf den Endwert 
W,(4) = 2Gl(0). 

Damit sind alle resultierenden StoBgroBen in ihrer Zeitabhlingigkeit dargestellt. 

Yigur 3. Der StoBiinpuls auf den festen zweiten Stab Figur 4. Die Kompressionsverschiebungen der QucrsclinittsflPie~lelt 
0.75 vom fwien ersten und festen zweiten Stab 

= 0,0.25,0.5, 

b) Die feldabhangigen StoBgroBen 
Statt einer aus (67a, b) leicht ableitbaren formelmiifiigen Angabe sollen von den feldabhangigen StoBgroBen 
lediglich graphische Darstellungen angegeben werden. 

In  Figur 4 sind von den Flachen 
5 = 0,  0.25, 0.5, 0.75, 1 (113) 

die Koinpressionsverschiebungen im freien ersten Stab 

den entsprechenden iiii zweiten festen Stab 

in Abhiingigkeit vom Zeitparaiiieter t gegonubcrgestellt. Sie zcigen den erwarteten Verlauf niit xun&chst 1110110- 

tonem Anstieg bis zu einem gewissen maximalen Wert und dann monotonen Abfall bis zuin Endwert Null bei 
StoRende. Zu bemerken ist, daB die Kompressionsbeanspruchung des freien ersten Stabes auf Grund der Aufteilung 
des Gesamtimpulses auf die BewegungsgroBe und den StoBimpuls wesentlieh kleiner als die des festen zweiten 
Stabes ist, bei dem der Gesanitimpuls niit den1 StoRimpuls identisch ist. 

In  Figur 5 sind der auf die Plachen (113) lastende Druck in1 frcien und fcstcn Stab init der Ordinate 

oi(f,  
elclvl(0) 

in Abhangigkeit vom Zeitparaiiieter z dargestellt. Ilabei kennzeichnen die Kurven 6 = 0 den StoDkraftverlauf 
an den StoBfliichen. Die Kurve a,(l,t) entspricht der von der starren Wand auf den zweiten Stab ausgeubten 
Reaktionskraft (111) in ihrer Zeitabhangigkeit. Zufolge der Spannungsverdopplung an der festgehaltenen Flache 
f 2  = 1 ubersteigt ihr maximaler Wert den von der StoBfliiche um das Doppelte. Die Druckkurven a2(f, z) zeigen 
den von SCEWIEGER spannungsoptisch aufgenominenen zeitlichen Verlauf. 

In  Figur 6 sind die Stauchungsgeschwindigkeiten fur die Fliichen (113) mit der Ordinate 

in Abhiingigkeit vom Zeitparameter t gezeichnet. Die Teilchengeschwindigkeiten erfahren hiernach in uberein- 
stimmung mit den Beobachtungen von SCRWIEGER keine unstetigen Anderungen, wie das nach NEUMANN der Fall 
sein sollte, sondern wachsen stetig vom Ruhezustand aus an. 
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Figur 5. Die Druckspannungen an den Querschnittsflachen t = 0 ,  0.25, 0 5 0.75, 1 vom freien ersten und festen zweiten Stab 

Figur 6. Die Stauchungsgeschwlndigkeiten der Querschnittsflachen € = 0 ,  0.25, 0.5, 0.75, 1 vom freien ersten und festen sweiten Stab 
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Figur 7. Die Stauchungsbeschleunigungen der Querschnittsflachen 8 - 0, 0.25, 0.5, 0.76, 1 vom freien ersten nod festen cweiten Stab 
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In  Figur 7 sind die Stauchungsbeschleunigungen bzw. Verzerrungen fur die Flachen (113) mit der Ordinate 

in Abhiingigkeit vom Zeitparameter z aufgetragen. Ihnen entnimmt man, daB bei StoBende die Beschleunigungen 
jeder Querschnittsflache wieder Null sind. Die Knicke in den Beschleunigungskurven haben ihren Grund darin, 
daB entsprechend des Ansatzes fur F ( e )  nach (76) bzw. (105) P l ' ' ( p )  fur e = 0 eine unstetige Funktion ist. 

Zusammenfassend stellt man damit fest : Wahrend sich die resultierenden StoBgroBen bis auf die Reaktions- 
kraft Z2(t) vom Beriihrungszeitpunkt t = 0 an stetig zu andern beginnen, tun das die FeldgroBen wie auch die 
Reaktionskraft Z2(t) erst von den lagenabhangigen Zeiten 

xt z = ( > O  bzw. t = - ,  
la 

also erst von einer Zeit an, zu der die Stauchungsfront die betreffende Querschnittsfliiche xi in den Staben erreicht. 
Damit ist der Stetigkeit aller StoBgroBen Rechnung getragen, eine Notwendigkeit, der bisher noch keine StoS- 
theorie zu geniigen vermochte. Zum SchluB dieser Arbeit sol1 das nicht unerwahnt bleiben. 

Die grundsiitzlichen Betrachtungen zum KorperstoBproblem griinden sich auf Erwagungen, wie sie KANT. 
in seinen ,,Metaphysischen Anfangsgriinden der Naturwissenschaft" angestellt hat. Es kann hier aber nicht der Ort 
sein, solchen Nachweis anzutreten. 
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