R. FriscHBIER: Zur Losung des KorperstoBproblems 629

ZAMM 57, 629 — 642 (1977)
R. FrISCHBIER

Zur Lisung des Korperstoproblems

In der vorliegenden Arbeit wird das bisher ungeldste Problem des Korperstofies dadurch einer Lisung zugefihrt, daf in
ihr die Impulserhaltung im Sinne von Descaries begriindet wird. Die entwickelten Stofansditze werden auf den Zentralstoff
‘eines freien gegen einen gleichen festen Stab aus elastischem homogenen Material angewandt. Dieses Problem wird einer
geschlossenen Losung zugefiihrt. Sie wird mit den spannungsoptischen Druckaufzeichnungen von Schwieger verglichen
und damit in guter Ubereinstimmung befunden.

In the present paper the up to now unsolved problem of collision between bodies has been brought to a solution by explaining
the conservation of impulse in the sense of Descartes. The equations for pushes developed are applied to the central collisions
from a rod of elastic homogeneous material towards a rigid rod of the same material. This problem is brought to closed
solution. It is compared with the photoelastic registrations by Schwieger and found to be in good agreement.

B aToi1 paGore BnepBHIe pelaeTcs 3ajava yaapa TeJa NpH COXpadyeHnn UMIIyJbca B JleKapTOBOM CMBICIE.
ITpnmenserca pasBHTEHIT B faHHOM paGoTe MOAXoa K peleHnio npobieMbl HEHTPAJILHOTO yaapa ¢cBo0oanoro
CTEPSKHA JI0 CTePHKHIO TOIf 3e IPOYHOCTH U3 YIPYroro ofHOPoaHOro MaTepuada. IToaydeHo 3aMKHYTOE penie-
Hue 3Toli npobGiembl. CpaBHeHHe DeIeHMA C 3JACTOONTHUECKUMH ncciegoBaHuamu B pabore IIBurepa
TIeJ10 Xopollee COOTBETCTBHE.

In seinem Lehrbuch {1] zur technischen Mechanik betont 1. SzaBé:

,»Der Ablauf des Stofivorganges, insbesondere der zeitliche Verlauf der Stofkraft, ist in allen Einzelheiten bis heute
noch nicht geklirt, wenngleich man sich fiir den Stof schon sehr friih zu interessieren begann; man bedenke, daf} das
,Schlagen' mit Hammer, Axt, Rammbock usw. zu den primitivsten Titighkeiten menschlichen Handwerks gehort‘.

Der Sto8 ist ein Grundphénomen der Bewegung der Korper. Wenn zu diesem festgestellt werden mulB, dafl
er in allen seinen Einzelheiten bis heute nicht gekldrt ist, so kann darin Grundsitzliches nicht in Ordnung sein.
Was das ist, dem soll in dieser Arbeit nachgegangen werden.

1. Die allgemeinen StofBgleichungen zum Zentralstol

Zur Klidrung dessen, was in der bisherigen Beschreibung des StoBvorgangs nicht in Ordnung ist, betrachten wir
als einfachsten Fall den geradlinigen Zentralsto8 zweier Korper.

Es bezeichnen in Richtung der Zentrallinie G; (7 = 1, 2) die Bewegungsgréfien der Korper und K;; die Stofi-
krifte, die senkrecht zur Stofifliche ins Innere vom i-ten Kdrper wirken. Dann gelten die Stofigleichungen

Gi=K;, i#j=1,2 (1)
unter der Wechselwirkungsbedingung
Ky = — K, @)

Aufler diesen iiberlegt man sich das Bestehen zusitzlicher Aquivalenzen.

An stoflenden Kdrpern hat man nicht nur eine Bewegung &; auf die Stofifliche zu, sondern vielmehr auch
eine von dieser weg, ndmlich die der Stauchung, die sich von der StoBfldche aus in die Korper ausbildet. Dieser G;
entgegengerichteten Bewegung ist gleichfalls eine resultierende GroBe — W, zuzuschreiben. Wie der Anderung
von (; muf} aber auch der von — W; das Gleichgewicht durch die Flichenkraft K,

- W‘i = K?] ) (3)
gehalten werden.
Ist t = O der Beriihrungszeitpunkt der Korper, so muf}

Wi0) =0 (4)

sein; denn von diesem Augenblick an beginnt sich die Stauchung an den Koérpern erst auszubilden. Darum muB
sich der Impuls der Stauchung oder kurz ,,Stoflimpuls® zu einem StoBzeitpunkt ¢ > 0 zu

!
— Wlt) = J Kylt) di (8)
bestimmen. Beachtet man die Wechselwirkungsbedingung (2), so folgt die wechselseitige Gleichheit der Stofimpulse,

— Wi(t) = Wy(t) . (6)
Die Aufgabe der Mechanik deformierbarer Korper ist es, StoBimpulse W,(f) wie StoBkrifte K;(t) aus der
Stauchungs- bzw. Stolwellenbewegung an den Korpern zu ermitteln. Sie zwingt zur Einbeziehung ihrer Gestalts-
und Materialeigenschaften.
Eliminiert man aus (1) und (3) die StoBkrifte, so geht daraus die Aquivalenz resultierender Bewegungsinde-
rung
Gi = — W-,; (7)
hervor. Sie besagt, da$l die Anderung der BewegungsgroBe des stoBenden Korpers gleich seiner StoBimpulsénderung
ist.
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2. Die Kartesisehe Impulserhaltung

Integriert man die Aquivalenzen (7) iiber den StoBabschnitt ¢ = 0 bis ¢ > 0, so folgen unter Beachtung von (4)
die Impulserhaltungen

Gi(t) + Wilt) = Gi(0) . (8)

Sie besagen, daf} die anfédngliche BewegungsgréBe G,(0) der Korper beim Stofl erhalten bleibt. Beziiglich der Gréfien-
festsetzung von G4(0) iiberlegt man sich folgendes:

Beim Stofl kann keine GréBe objektiv erhalten bleiben, die sich subjektiv nach Belieben durch den Wechsel
des relativen Bezugsraumes abiéndern liBt. Die Objektivitdt im StoBgeschehen besteht in dessen ausschlieBlicher
Wechselseitigkeit. Diese folgt aus den unterstellten Gleichungen nur so, dafl man die anfidngliche Bewegungsgrofie
im System wechselseitig gleich auf den Korper verteilt,

G1(0) = — (,(0) . “
Das ist diejenige Verteilung der Bewegungsgrofle auf die Korper, bei der einer dem anderen im Raum objektiv
zu widerstehen vermag. Mit (9) ergibt sich unter Beachtung von (6)

Gi1) = — Gylt) . (10)

Damit ist in der Tat der wechselseitigen Gleichheit aller resultierenden Gréfien beim Stoll Rechnung getragen.
Da DEscarTEs derjenige war, der die Erhaltung anfinglicher Bewegungsgréfie beim Stol behauptet hat,
sollen (8) die Kartesischen Impulserhaltungen genannt werden.

Die Verteilungen (10) sind die nach dem Massenmittelpunktssystem

Gi(t) = pvpe(t) = — poy(f) = — Go(t); ‘ (11)

dabei bedeuten m; die Massen der Korper, p die reduzierte Masse des Systems,

mymy
— , 12
H= s m, (12)

und v;,(¢) die Relativgeschwindigkeit der Korper gegeneinander. Geht man mit (11) in die Kartesischen Impuls-
erhaltungen (8) hinein, so lassen diese sich in der Form

pog(t) + Wilt) = py;(0) (13)
schreiben. Hiernach ist bei Kenntnis der Stofiimpulswerte — W, (1) = W,(f) die Relativgeschwindigkeit v,,(f) aus
der zu StoBbeginn, v;,(0), bestimmt. ‘

Es seien jetzt v;(t) die Geschwindigkeiten der Korper relativ zu einem Bezugsraum, der gegen das Massen-
mittelpunktssystem der stoBlenden Korper die Translationsgeschwindigkeit a(t) besitzt. Dann besteht mit der
Festlegung

Opp(t) = () — va(t) = — vy (F) (14)
der phoronomische Zusammenhang

pgt) = mivlt) — alf)} (15)
Unter diesem lassen sich die Relationen (13) dann in der Gestalt

mi{vi(t) — a(t)} + Wilt) = my{v;(0) — a(0)} (16)
darstellen. Verlangt man fiir die v;(t) die analoge Beziehung

mv(t) + Wit) = mw,(0) aa7)
wie fiir die vy(t) in (13), so fithrt das auf die Bedingung

a(t) = a(0) bzw. moy(t) + mevy(t) = myvy(0) + mawy(0) (18)

welche besagt, dall sich der Bezugsraum der v(f) relativ zum Massenmittelpunktssystem mit konstanter Relativ-
geschwindigkeit (18) bewegen mufl. Dann lassen sich die Impulserhaltungen (16) beiderseitig um GréBen my(a)t
= ma(0) vermindern, die sich subjektiv nach Belieben durch den Wechsel des relativen Bezugsraum abindern
lassen, Die Folgen (17) solcher Verminderung sind bezugsraumabhingige Relationen. Als solche kénnen sie nicht
.im Sinne ihres Anscheins ausgelegt werden, wonach beim Stol} die bezugsraumabhingigen GroBen m;v;(0) erhalten
bleiben sollten. Die Relationen (17) sind nur unter der Bedingung (18) richtig, die lediglich das Bewegungsver-
héltnis zweier relativer Réume, nicht aber das wechselseitige Stofiverhiltnis der Korper enthalten. Insofern sagt
die Bedingung (18) auch nichts iiber den eigentlichen StoBvorgang aus. Demgegeniiber enthalten die Kartesischen
Impulserhaltungen (8) eine allgemeine Beschreibung des Stofivorganges, da sie der objektiv wechselseitigen Ein-
wirkung der Korper beim Stoff Rechnung tragen.

3. Die Beschvreibung des ZentralstoBes mit der Kartesischen Impulserhaltung

Nach MaBgabe der Kartesischen Impulserhaltung (8) miissen in dem MaBe, wie vom Beriihrungszeitpunkt ¢ = 0
an die StoBimpulse W,(f) anwachsen, im gleichen MaBe die Bewegungsgréfien Gy(t) abnehmen. Diese Abnahme
geschieht bis zu dem Augenblick ¢ = #, zu dem die StoBimpulse auf den Wert -

Wille) = Gi(0) = — G,(0) = — Wy(t) (19)
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angewachsen bzw. die BewegungsgroBen Null geworden sind,
Gy(te) = — Gz(tk) =0. (20)

Die Aquivalenzen (19) stellen die Bedingungen dar, welche die Stauchung an den Koérpern normieren. Dieser Nor-
mierung zufolge miissen alle StoBgrofen Proportionalitit zur anfinglichen Relativgeschwindigkeit der Kdrper
gegeneinander und damit zu einer Grofle zeigen, die invariant gegeniiber jedem Wechsel eines Bezugsraumes zu
einem anderen ist. Man erreicht somit fiir den Korperstofi die Unabhingigkeit von der Wahl des Bezugsraumes
dadurch, daB8 man die resultierenden StoBgréfen auf objektiv wechselseitige Wirkungen an den Kérpern zuriick-
fithrt.

Den StoBiabschnitt

0t t (21)
des Anwachsens der Stoflkrifte vom Wert

Klz(O) = — Ku(0) =0 (22)
bis auf den maximalen Wert

| Kyolti) | = | Ka(te) | = Max (23)

bezeichnet man als Kompressionsphase.

Der Zeitpunkt # des Kompressionsendes ist zugleich der Beginn der Restitution. Bei dieser geht zufolge der
Abnahme der StoBkrafte K;(¢) die Stauchung an den Korpern zuriick. Gleichzeitig wachsen aber nach (5) die Stof-
impulse iiber den Wert (19) hinaus an. Wegen der Impulserhaltung (8) muBl dann in dem Mafle, wie W,(¢) itber den
Wert @;(0) hinauswichst, die Bewegungsgréfie G(t) wieder um einen Anteil anwachsen, der zur anfinglichen Be-
wegungsgrofe (,(0) entgegengesetzt ist. Der Stol} ist in dem Zeitpunkt ¢ = ¢, beendet, in dem die StoBkrifte ver-
schwinden,

Kiste) = — Kylte) = 0. (24)
Dann sind nach (1) und (3) die notwendigen Bedingungen

Gilt) = — Wilt) = 0 (25)
fiir die Konstanz der Bewegungsgréfien und Stofimpulse in der NachstoBphase erfiilit. Den Stolabschnitt

b <t < 8, (26)
des Abnehmens der Stofikrifte vom maximalen Wert (23) bis auf den verschwindenden Wert (24) nennt man die
Restitutionsphase.

Definiert man unter Beachtung von (5) die Stoflzahl
te 173
R = fK”(t) dt/fKU(t) dt = Wz(te)/ W{(t]c) —_ ] 5 (27)
Tx 0

so lassen unter Beriicksichtigung von (19) die Kartesischen Impulserhaltungen (8) fiir das StoBende die Dar-
stellungen

Gilt,) = — RG(0) (28)
zu. Aus ihnen erkennt man in

Q: = (1 — R)Gi(0) = 2Wi(ty) — Wilt.) (29)
diejenigen Werte, um die die BewegungsgréBen in der NachstoBphase ¢ > #, von denen beim vollkommen elasti-
schen Stof mit der Bestimmung

R=1 (30)
abweichen. Folglich bedeuten die Impulsdifferenzen (29) dasjenige Kartesische Ma8, um das sich der Deformations-
zustand der Korper beim StoBende relativ von dem bei StoBanfang unterscheidet. Nun kénnen die Kérper in der

Restitutionsphase einen Impuls allenfalls in der GroBe wieder abgeben, in der sie ihn in der vorangegangenen
Kompressionsphase anfgenommen haben. Darum unterliegt die Stoflzahl (27) den Beschrankungen

0<R<1. 31

Die untere Schranke B = 0 entspricht dem vollkommen unelastischen StoB.
Setzt man in (28) die Bestimmungen (11) ein, so folgt die auf NEwTON zuriickgehende StoBhypothese

Ualle) = — Ruyy(0) . (32)

Man nennt die Stofizahl B darum auch den NEwToNschen Restitutionskoeffizienten.

4. Die deformatorischen Bestimmungen der StoSimpulse und StoBkriifte

Es seien r; = r;(0) die Lagen der Kérperteile d¥; in den ungestauchten Kérpern und #;(t) deren Lagen im korper-
festen Bezugsraum der #; zum Stauchungsaugenblick ¢; dann sind

() — 1(0) = w,(ry, 1) (33)
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die momentanen Stauchungen an den Korpern. Aus ihnen bestimmen sich die Elemente der StoBimpulse mit g,
als den Dichten zu

AW, = pav, AV, . (34)
Sie ergeben zur Bestimmung fiir den gesamten StoBimpuls das Integra
Wi(t) =i]/@zwi dv;. (35)
f
Es seien weiter
0, = 0y(1y, f) (36)
die Spannungsdyaden zu den gestauchten Korpern und
Oy -y (37

die Driicke auf die gerichteten Oberflichenelemente n; dF; der momentanen StoBflichen. Dann miissen die StoB-
krifte aus den Flidchenintegralen

&1

bestimmbar sein.
Vermittels der integralen Bestimmungen (35) und (38) lassen sich die Anderungen der StoBimpulse (3) in
itblicher Weise auf Feldgleichungen deformierbarer Kérper,

Qiﬁ}i =V-o0;, | (39)

zuriickfithren.

5. Die Anfangshedingungen der Stauchung und ihre Normierung

Setzt man in der VorstoBphase ¢ <C 0 die Kérper als ungestaucht voraus, so unterstellt man, daB ihre Teile relativ
zueinander in Ruhe sind. Also verlangt man das Bestehen der Ruhbedingungen

’wtz——l'vt———ivizo fiir t<0. (40)

Da der Beriihrungszeitpunkt zugleich Ende der Vor- wie Anfang der Stofiphase ist, stellen (40) die Anfangsbedin-
gungen fiir die Stauchung an den Kérpern dar. Man muf hier aber noch mehr verlangen.

Es breitet sich ndmlich die Frontfliche der Stauchung mit endlicher Geschwindigkeit in die Korper aus.
Darum miissen die Bedingungen (40) noch zu Zeiten ¢t > 0 fiir alle jene Korperteile V; — V; bestehen, die von der

Frontfliche der Stauchung noch nicht iiberlaufen sind. Sind demnach V; die zum Augenblick ¢ > 0 bereits gestauch-
ten Korperteile, so muf} die Bestimmung der StoBimpulse in der Form

Wit) = f pav, - edV,
Vi
moglich sein. Wahrend der Stauchung wirken die Elemente der Korper nicht gleichzeitig, sondern vielmehr nach-
einander. Das ist bei den BewegungsgroBen nicht der Fall. Hier wirken entsprechend der Formel

Gt) = m, {"% 7’1‘7&)}

die Korper mit allen ihren Elementen gleichzeitig. Die GesamtimpulsgroBe stoBender Korper Gi(t) + W,(t) setzt
sich daher aus zwei grundsétzlich zu unterscheidenden Bewegungsformen zusammen.

Die bisher iibliche Zusammensetzung war die der Bewegung starrer Korper nachgebildete, nimlich die der
Uberlagerung der Massenmittelpunktshewegung mit der Bewegung der Kérperelemente relativ zam Massenmittel-
punkt. Diese Art der Zusammensetzung ist im Falle deformierbarer Korper nur richtig, wenn sich die Kérper im
eingeschwungenen, stationdren Zustand mit der Bedingung

Vi

befinden, in der 8; die Beschleunigungen der Korperelemente relativ zum Massenmittelpunkt der Kérper sind.
Sie wird falsch, wenn die Korper wie beim Stofl im einschwingenden, nicht stationdren Zustand W; = 0 sind.

Trotz der Homogenitét der Feldgleichungen (39) und ihrer Anfangsbedingungen (40) lassen sich die Stauchun-
gen auf Grund der Inhomogenitdt der Impulsbedingung (19) als verschieden von Null bestimmen, denn danach
miissen in Verbindung mit (35) die Stauchungen so normiert werden, daff zum Zeitpunkt des Kompressionsendes #;
Aquivalenz mit der anfinglichen BewegungsgroBe,

Vfgizbi(ri, t)-edV, = — G;(0), : (41)
[

besteht; dabei ist e der Einheitsvektor der Zentralstofilinie. Der Zeitpunkt ¢, ist aus der Maximumsforderung (23)
zu bestimmen. ’

Zu den Anfangsbedingungen (40) ist hier noch eine grundsitzliche Anmerkung zu machen: Die Stauchungen
sind der Definition nach deformatorische Verschiebungen der Elemente eines Korpers relativ gegeneinander und
nicht Verlagerungen beziiglich eines duBleren relativen Raumes. Die Beurteilung der Stauchungen hat darum dyna-
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misch in dem MaBe zu erfolgen, als Flichenkrifte auf die Korperelemente einwirken, die sie zwingen, ihre relative
Lage gegen ihre Nachbarelemente zu &éndern. Beim Vordringen der Stofiwelle in die Korper ist ihren noch unge-
stauchten Elementen vollige relative Ruhe (40) und nur denjenigen Elementen Bewegung zuzuschreiben, die
momentan gestaucht werden. Man kann die Bewegung hier nicht in einem beliebigen dulleren Bezugsraum beur-
teilen, gegen den auch den ungestauchten Teilen dem Scheine nach Bewegung zukéme. Darum ist es grundsiitzlich
falsch, wenn SAINT VENANT [2] und NEUMANN [3], [4], [6] zu Anfangsbedingungen der Deformationsbewegung
an den Kérpern diejenigen phoronomischen Geschwindigkeiten machen, die diese zu Stofbeginn dem Scheine nach
gegen den gewihlten dulleren Bezugsraum haben.

6. Die Endbedingungen bei der StoBbewegung

Die theoretische Behandlung des StoBproblems wird zeigen, daf es selbst unter Einbezichung der Spannungs-
Dehnungs-Beziehungen noch nicht 16sbar ist. Man ist gezwungen, sich nach weiteren Bestimmungen umzusehen.
Solche findet man in den Bedingungen vom Stoflende.

Aus (25) folgen in Verbindung mit (35) die Bedingungen

Vf@iwi(ri, tp)-edV,;,=0. (42)
]

Beim Stolende werden sich die Korper im allgemeinen aber nicht wieder im Deformationszustand vom Stofibeginn
befinden. Vielmehr werden im Falle elastischer Korper diese zu Schwingungen angeregt sein. Folglich darf man
aus dem Verschwinden der Integrale (42) nicht auf das Verschwinden ihrer Integranden schlieen. Bei nicht ver-
schwindenden Integranden aber kénnen die Integrale (42) den Wert Null nur dann annehmen, wenn es eine die
Kérper ¥V, in zwei Teile V;, Vi mit V; = V; + V; teilende Fliche F(r;) = 0 gibt, so dal auf dieser der jeweilige
Integrand verschwindet,

ini(r‘;; te) ce =0 ’ (43)
und in den Teilgebieten V; und V; entgegengesetztc Werte hat. Man darf also aus (42) auf die Aquivalenzen
Soti(ri, 1) - e dVi= — S ovi(ri, t) - € avy (44)

i v i
schlieBen. Jetzt stellen diese aber die Groflen der Impulsinderung der angeregten Schwingung dar, die an den Kor-
pern durch den Stof} bewirkt worden sind. Unter dem Grundsatz der Wechselseitigkeit aller resultlerenden Stoli-
wirkungen ist die Anregung einer Schwingung an den Kérpern nur mit dem Bestehen der Aquivalenzen

f{@lwl(rp te)-edVy = — [02“’2("2; te)-edVy (45)
Vi Vo

vereinbar, wo V; die Teile mit den Beriihrungspunkten der stofienden Korper sind. Hiermit ist unvereinbar, daB
bei StoBende der eine Kérper spannungsirei, der andere dagegen spannungsbehaftet ist, wie dasnach SAINT VENANT
und NEUMANN der Fall sein sollte.

Bei StoBende sind aber nicht allein die den g0, - e nach (39) entsprechenden Aqmvalenzcn

Wéo)(ri: te) = V ) Gi(riy te) ve (46)
durch den Stof bewirkte Feldgrofen. Vielmehr sind das alle diejenigen abgeleiteten Grofen

i i
W(L:',L)("i; to‘) = f dxl e f dxi W;o)(rh tt}) » (47)
a— —
m-fach

die aus den Grofien (46) durch fortgesetzte unbestimmte Integration nach der in die ZentralstoBlinie fallenden
Koordinate x; = 7; - € hervorgehen. Darum sind um der Wechselseitigkeit aller durch den Stofl bewirkten Feld-
grofen (47) willen auch fiir sie die (45) entsprechenden Wechselseitigkeitsbedingungen

S WEm=D(ry, te)dVl — L WDy, 8,)dVs, m=12, (48)
vi Va

zu verlangen. Dabei entspricht der Fall m = 1 der Forderung (45).

Um zu gewahrleisten, daf bei Stollende die StoBzahl den grolitmaoglichen Wert im Rahmen der aufgesteliten
Bestimmungsgleichungen annimmt, mufl man zu den bisher formulierten StofSbestimmungen eine von einem Para-
meter abhingige Losung suchen. Dabei darf und kann die StoBzeit T als mdglicher Parameter gewihlt werden.
Aus der Parameterlésung R(T') ist die wahre Stoflzeit 7' = ¢, aus der Forderung

R(t,) = Max (49)

zu ermitteln. Wegen (49) ist gewihrleistet, daBl die Koérper im Augenblick der Trennung ein Maximum an Bewe-
gungsgroBe (28) zuriickerhalten, oder aber die Schwingungen an ihnen durch ein Minimum an ImpulsgroBe (29)
angeregt sind.

Damit sind die Bedingungen aufgefithrt, um zumindest den Zentralsto schlanker elastlscher Stabe im Rahmen
der linearen Elastizitdtstheorie mit hinreichend bekannten Mitteln behandeln zu kénnen. Bevor das getan wird,
sollen die grundlegenden Erhaltungssidtze beim StoB formuliert werden.
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7. Die grundlegenden Erhaltungssiitze beim Sto8

Nach den Betrachtungen zur Behandlung des Zentralstofes zweier Korper sollen jetzt die Grundgleichungen fiir
den allgemeinen StoBfall zweier Kérper formuliert werden.
Zu diesem Zweck hat man iiber die GrundgréBen des ZentralstoBproblems

1} die Bewegungsgrifen Gi(t),

2) die Stoflimpulse W),

3) die Stofkriifte K (t)
hinaus die GrundgroBen des Drehstofiproblems

4) die Drehbewegungsgrofien Dy,

8) die Drehstoffimyprulse S,

6) die Stoffmomente M8

cinzufithren. Dann sind die allgemeinen StoBgleichungen durch die Anderungsgleichungen der resultierenden
Bewegung

a) G, = K, b) D, = M; (50)
und

a) — W, = K, b) — S; = My (51)
gegeben. Dabei fordert das Wechselwirkungsprinzip

a) Ky = — Ky, b) My, = — M, . (52)

Eliminiert man aus den yStoBgleichimgcn die StoBkrifte bzw, StoBmomente, so folgen die Aquivalenzen der resul-
tierenden Bewegung

a) Giz—Wi, b) D,:—Sl (53)
Integriert man diese iiber einen Stollabschuitt, so folgen aut Grund der Anfangsbedingungen

a) Wi(0) =0, b) 8;(0) =0 (54)
die Kartesischen Formen der Impuls- bzw. ])rehilhpubcrh&ltung

2) G4(t) + Wilt) = G4(0) , b) Dyft) + Si(t) = Dy(0) (55)
mit den Wechselseitigkeitsbedingungen

8) Gy(t) = — Gy(t) , b) Wy(t) = — Wyl0) , ¢) Sy(t) = — Sy(t) - (56)

Die Drehimpulserhaltungen (55 b) unterscheiden sich von den Impulserhaltungen (55a) grundsétzlich dadurch,

daf} die anfdnglichen Drehbewegungsgréfien dynamisch allgemein mit
D,(0) # — Dy0) (57)
und nicht mechanisch wie die BewegungsgréBen entsprechend (56a) zu beurteilen sind.

Wie namlich der Drehzahlmesser in Form des Zentrifugalregulators deutlich macht, muBl die Drehbewegungs-
grofe aus der wechselseitigen Relativbewegung der Korperelemente gegeneinander heraus beurteilt werden. Fiir
eine solche Relativbewegung ist es nicht einerlei, ob man den Raum relativ zum Korper oder aber den Koérper mit
der entgegengesetzten Bewegung relativ zum Raum dreht. Im ersteren Fall ist die Bewegung bloB phoronomisch,
bei der die Korperelemente keine Relativbewegung gegeneinander erfahren. Einzig im zweiten Fall tritt eine
wechselseitige Relativverschiebung der Korperelemente gegeneinander ein. Dadurch erweist sie sich als wirkliche
und nicht blof scheinbare Bewegung. Die Drehbewegung eines Korpers ist also dynamisch nach Malgabe der
Krifte zu beurteilen, die bei dieser an den Korperelementen wirksam sind und deren Momente die Drehbewegung
in Wahrheit bedingen. Die anfinglichen Drehbewegungsgrofien sind daher unabhéngig voneinander nach den
dynamischen Verhaltnissen in ihnen festzusetzen, weshalb im allgemeinen auch (57) gelten wird.

Nach Mafigabe der Kartesischen Erhaltungen (55a, b) sind die Dreh- bzw. BewegungsgroBen bestimmt,
wenn die Dreh- bzw. StoBimpulse es sind. Diese konnen nur so bestimmt sein, dal man die Stofigleichungen (51a, b)
auf Feldgleichungen fiir die Stauchungen zuriickgefithrt und sie aus diesen ermittelt hat. Sind Dreh- und Sto§-
impulse aus diesen ermittelt, dann sind Dreh- und BewegungsgréBen der Korper wihrend des Stofles und nach
dem StoB iiber die Kartesischen Erhaltungen (65a, b) eindeutig bestimmt.

8. Der Kartesiseh-Leibnizsehe Erhaltungsstreit
Die Dreh- bzw. Stolimpulse lassen sich aus den Kartesischen Erhaltungen (55a, b) mittels der Wechselseitigkeits-
bedingungen {(56b, ¢) herausheben. Die Folgen sind die bisher als Dreh- bzw. Impulserhaltung ausgegebenen Sétze
a) Gi(l) + Gy(t) = G1(0) + Gp(0), b) Dy(t) + Dy(t) = Dy(0) + Dy(0) . (58)
In Wahrheit bedeuten sie aber keine Erhaltung entsprechender GréBe in der Zeit, sondern vielmehr nur die Bedin-

gung wechselseitiger Gleichheit der Dreh- bzw. StoBimpulse in jedem Augenblick des StoBes.
Hitte man nichts als die Relationen (58a, b), so verfiigte man in ihnen iiber zwei vektorielle Bestimmungs-

gleichungen fiir die vier vektoriellen Stofiunbekannten
Gy, D) 1=12. (59)
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Also verlangte ihre vollstandige Festlegung zwei weitere vektorielle Bestimmungsgleichungen. Diese konnen nicht
nach der bloBen Moglichkeit ausgewihlt werden, die Unbekannten mathematisch festzulegen, denn allein aus
dieser Méglichkeit heraus lieBe sich nicht die Notwendigkeit als Bedingung fiir die die Bewegung bestimmenden
GroBen (59) begriinden. Die Erkenntnis, dafl eine mathematisch mdgliche Bestimmungsgleichung notwendig
fiir die GréBen (59) ist, vermag einzig daraus zu entspringen, dafl man sie aus den Anderungsgleichungen (50a, b;
51a, b) ableitet ; anderenfalls hieBe das nimlich Bestimmungen in Rechnung zu stellen, die sich nicht als Anderung
der Bewegung duBerten.

Die beim StoB bewirkten Stauchungen sind dann nicht bestimmt, wenn man iiber die vektoriellen Bestim-
wmungsgleichungen (58a, b) hinaus eincn einzigen skalaren Satz Leibnizscher Erhaltung

T() + A@) = T(0), (60)

mit 7' als kinetischer Energie und A als innerer Inergic des Systems, der stoflenden Kdrper hinzufiigh. Dieser
skalare Satz enthilt an sich weder die Moglichkeit, sich auf die vektoriellen Feldgleichungen (39) zu reduzieren,
noch die Moglichkeit, die vektoriellen Gréfien der Stauchung aus ihm heraus normieren zu lassen. Folglich ist von
diesem Leibnizschen Standpunkt aus keine Bestimmung des physikalischen Grundphéinomens der Korperstofe
moglich.

Die Kartesischen Erhaltungssétze (55a, b) bestimmen unter den genannten Voraussetzungen alle unbekannten
StoBgrélen (59) vollstandig, Darum wire es ein Widerspruch, wenn es iiber sie hinaus eine zusétzliche, von ihnen
unabhingige, ErhaltungsgroBe (60) gibe. Der Widerspruch ldge aber nur dann vor, wenn sich die Leibnizsche
Erhaltung (60) aus den Stofigleichungen (50a, b; 51a, b) ableitete. Das aber ist nicht der Fall.

Indem der dargelegte Kartesische Standpunkt mit seinen vektoriellen Erhaltungen (55a, b) das anstehende
StoBproblem vollstdndig bestimmt, der Leibnizsche Standpunkt mit seinen Gleichungen (58a, b) und (60) dieses
dagegen prinzipiell unbestimmt 148t, ist allein der Kartesische der mogliche und dariiberhinaus notwendige Stand-
punkt.

Anwendungsbeispiel: Der ZentralstoB eines freien gegen einen gleichen festen Stab
1. Problemstellung

Als Anwendung zu den entwickelten StoBansitzen soll hier der einfachste Fall geradlinigen Zentralstolles, der
schlanker Stidbe aus homogenem elastischen Material, behandelt werden. Auf diesen hatten auch SAINT VENANT
und NEUMANN ihre Betrachtungen eingeschrinkt. Die wesentlichen Vereinfachungen bestehen dabei darin, dafl
man niherungsweise mit ebenen Stauchungszusténden rechnen darf. Im Rahmen dieser Unterstellung soll hier
aber noch nicht der Stof freier Stidbe, sondern der eines freien gegen einen gleichen festen Stab behandelt werden.
Seinen Grund hat das darin, daB dieser Einzelfall mathematisch eine geschlossene Losung zuldfit. Zundchst sollen
jedoch die StoBansitze in bezug auf unterschiedliche Stibe, sowohl den Abmessungen wie dem Material nach,
entwickelt werden.
Entsprechend der Voraussetzung diirfen die Stauchungen in der einkomponentigen Form

. wi(xia t) - wi(xi! t) ce (61)

mit dem Variabilitdtsbereich 0 < x; < I, der 2;-Koordinate angesetzt werden; dabei sollen /; die Stablingen und x;
die Lagen der Querschnittsflichen der Stabe senkrecht zur Richtung e der Zentrallinie sein. Weiter kennzeichnen
x; = 0 die StoBflachen und ; = I; die jeweils dulleren Stabflichen. Dariiberhinaus bedeuten Fy= F, die konstanten
Querschnittsflichen, K; die Elastizitdtsmoduln und ¢; = (E;/p;)V/? die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Schall-
wellen in den Stdben. Der Nabla-Operator ist in der Form

V= (—-1)ed/ox,, (62)
die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen sind dem Hooxgschen Gesetz entsprechend in der Form
O'i(xi, t) = (‘—1)7' Eiw,j;u(xi, t) (63)
anzusetzen.
Zur Konstruktion der Stauchungen w; ist es zweckmiBig, die dimensionslosen Parameter
¢l; m i—1
PRUY Pi:(__lzz) (64)
¢ily . my
mit den Stabmassen m; sowie die Verinderlichen
z; ¢
fizlili, T=1t (65)
1 ll
einzufithren. Damit bestimmen sich die Charakteristiken der Schallausbreitung zu
n =1 — &, Li=t1+& . : (66)

Mit diesen Charakteristiken definieren wir die D’ ALEMBERTschen Ausdriicke
a) wy(f, 1) = fom) + 3 {fm — 2k) + f(&; — 2k)}

k=1 (67)

© by wy(by,T) = Py [f(’?e) +£1(_1)k {f(ng — 2kAy) + f(&; — 2k}*2)}]:
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wobei die Funktion f(g) den Forderungen
) o [ 0 fir g<0 .
{fle), flo), f(")}‘{;ﬁo fir ¢>0 (68)

unterliege ; dabei deute der Strich am Funktionszeichen f Ableitung nach dem Argument g an. Die b’ ALEMBERTschen
Ausdriicke (67) sind nur scheinbar unendliche Summen, da fiir endliches p > 0 wegen (68) stets nur eine endliche
Anzahl ihrer Summanden von Null verschieden sind.

2. Die Eigenschaften der D’ ALEMBERTschen Ausdriicke-

Aus den p’ALEMBERTschen Ausdriicken (67) liest man die nachstehenden Eigenschaften ab: Sie sind Integrale der
Wellengleichungen
(69)

Wiser = Wiseedi »

die unter den erhobenen Voraussetzungen die Feldgleichungen (39) sind. Das Integral (67a) geniigt der Bedingung
der Lastfreiheit an der dufleren Stabfliche & = 1 bzw. 2, = I;:

wiy, (L,7) =0. (70)
Das Integral (67b) erfiillt die Bedingung der Unverriickbarkeit fiir die Stabtldche &, = 4, bzw. z, = I,:
Wy(4y,7) = 0. (71)

Dabei bezieht sich der Index 1 auf den freien ersten und der Index 2 auf den festen zweiten Stab, der an seiner
Fliche x, = 1, festgehalten wird. Auf Grund der Eigenschaften

wi;5(0,7) = — Pif (v) (72)

bestehen an den StoB{lachen &, = 0 unter Beachtung der Fest‘setZung‘ (64) die (2) entsprechenden Wechselwirkungs-
bedingungen

wZ;Ez(O, T) = 1)21,01;51(0, T) . (73)
SchlieBlich bestehen noch wegen der Verabredungen (68) die (40) entsprechenden Anfangsbedingungen
w1='u3¢=12},-=0 tiir Tg&i' (74)

An den Eigenschaften (72) wird deutlich, daf der StoB der Stdbe theoretisch so angegangen wird, dal man die
StoBflichen wechselseitig gleichen zeitlich verdnderlichen StoBkriften aussetzt und unter ihrer Einwirkung die
Stauchung der Stébe getrennt voneinander beschreibt. In der Behandlung des gleichen Problems durch NEUMANN
werden die stoBenden Stibe zu einem elastischen Kontinuom zusammengefiigt.

3. Der Ansatz fiir die Funktion f(g)
Fiir die in (67) unbestimmt angesetzte Funktion f(p) liegt der allgemeine Ansatz
Ho) = PoF(e) (75)

nahe, in dem P, eine multiplikative Konstante und F(p) die Potenzreihe
Q3+7L

i 03 NB
Flo) = 5+ 2 Bago

mit belicbigen Konstanten B, sind.

Das Anlaufen von F(p) mit der dritten Potenz von g ist dabei eine Folge der Voraussetzung (68), welche das
stetige Einschalten der Funktion f(g) nur bis zur zweiten Ableitung, aber nicht dariiberhinaus verlangt. Der Ansatz
(75, 76) ist darum in dem Sinne gerechtfertigt, dafl man die Bedingung

lim f’(g) — 2Py (77)
o—0

postuliert. Physikalisch bedeutet sie, dal man die Eigenschaft stetigen Einschaltens nicht iiber die Beschleuni-
gungsgrofen hinaus erhebt.

4. Die Normierung der Stoligréfen

Nach (41) sind die Stauchungen (67) so zu normieren, daB die Aquivalenz
1

L Gi(0)
~ [ mtesman = 230 (78)
h
Dbesteht; dabei bedeutet 7, die Abkiirzung
=21 (19)

b
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rait £ als der Kompressionsdauer. Geht man mit dem Ausdruck (67) in das Integral (78) hinein, so bestimmt sich

unter Beachtung von (75) die multiplikative Konstante P, zu
1, G,0) 1

p 1T ) 80

Fo o my F(rg) (50)

* Hier ist eine Anmerkung notwendig: Zwischen dem StoB freier Stibe und dem eines freien mit einem festen

Stab besteht hinsichtlich der Verteilung der anfinglichen Bewegungsgrofle im System ein grundsétzlicher Unter-

schied. Im zweiten StoBfall kann nimlich die BewegungsgréBe nicht so auf die Stibe verteilt werden, da8 ein jeder

daran den gleichen Anteil hat. Vielmehr muf} hier dem freien ersten Stab die gesamte anfingliche Bewegungsgrofe

allein gemdf '
G1(0) = myn(0) >0, G,(0) = mz?)z(o) =0 (81)
zuerteilt werden. Die Relativbewegung ist also in diesem zweiten StoBfall nicht mechanisch wie in (9), sondern

vielmehr dynamisch wie in (81) zu beurteilen.
Weiter ist in dem hier betrachteten Stofifall die Form der Kartesischen Impulserhaltung (8) nur in bezug

auf den ersten Stab entsprechend
Gy(t) + W1(t) = G(0) (82)

richtig. Denn hinsichtlich des festen zweiten Stabes ist die Gleichung (3) der StoBimpulsinderung um die Hinzu-
nahme der Reaktionskraft Z,(t) von der starren. Wand auf die festgehaltene Stabfliche x, = I, zu erweitern und
demzufolge in der Weise

— Wy =Ky — %, (83)
anzusetzen.
Der Wert 7, in (79) ist nach (23) unter Beachtung von (63) und (72) aus der Forderung
— wi;5,(0, 7)) = PoF’(ri) = Max (84)

bzw. aus der dafiir notwendigen Bedingung
1. ¥
—Fw) =2+ Zl 2+ n) Byrg =0 (85)
k "=

festzulegen. Nach (84) wie (80) sind damit 7, wie P bestimmt, wenn die Konstanten B, es sind.

Man stellt damit fest, daB die bisherigen StoBansiétze das anstehende Problem wegen der Willkiirlichkeit
der Konstanten B, (n = 1, 2, ..., N) unterbestimmt lassen. Also mull man sich nach weiteren Bedingungen fiir
die B, umsehen. Im StoBfall freier Stibe sind dazu die Wechselseitigkeitsbedingungen (48) fiir das Stofende
in Verbindung mit der Maximumsforderung (49) fiir die Stofzahl in Ansatz zu bringen. In dem hier betrachteten
StoB eines freien gegen einen gleichen festen Stab aber kénnen wir diese Bedingungen auf die Forderung zuriick-
fithren, daB beide Stdbe bei StoBende wieder im Grundzustand vom StoBanfang sind, der Stofl also vollkommen

elastisch verlduft.

5. Die StoBendbedingungen
Mit ¢, als Stolizeit ist -

7, =24 ’ (86)
der dimensionslose StoBendparameter. Dieser ist nach (24) in Verbindung mit (63) und (72) aus der Bedingung

1 N
P =1+ Ba" =0 (87)

€
zu bestimmen. Zur vollstindigen Charakterisierung des StoBendes postulieren wir das Bestehen der Kompregsions-
freiheit der Stibe
a) w(0,7) —wy(L,7,) =0, b)) w(0,7)=0 (88)

und damit den Grundzustand von StofBanfang.
Wihlt man in dem Ansatz (76) die Konstantenbestimmungen

2 1
Blz—;;, B2=%§, N'—_2, A (89)
so erhdlt man die Darstellung
\2
F(7) = 72 (1 — ——) . (90)
TG

Mit ihr ist die Bedingung (87), F'(r,) = O, befriedigt. Aus (90) erschlieft man das Maximum (84) fiir den Wert
i (o1)

T=Tg =7

2
44
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Aus der Symmetrie der Kurve (90) zum Zeitpunkt 7, folgen die Symmetrichedingungen
Flo—@)=F@m+¢) mit 0S¢ <1. (92)

Integriert man sie nach @ zwischen den Grenzen 0 und 7, bzw. 7, — & und 7, — B, so entstehen daraus die identisch
verschwindenden Relationen

F27y) — 2F (1) = 0, (93)
FB) — Fla) — FQv — ) + F(21, —a) = 0.
Aus der ersteren folgt in Verbindung mit (90) und (91)
3
F(z) = 2P (m) = 22°. (94)
60
Geht man mit dem Ausdruck (67a) in die Forderung (88a) hinein, so ergibt sich daraus die Forderung

(0,7,) — wy(L,7) = Py [F(re) OF(r, — 1)+ 2 5 {Flr, — 2k) — Pz, — 2k — 1)}]. (95)
k=1

Hier beweist mwan fiir die diskreten Zahlenwerte v

T, = 2m , m=1,2, .. (96)
it den Relationen (93) das Verschwinden der Volumdehnung (88a) beziiglich des ersten freien Stabes. Mit (96)
148t sich ndmlich (95) in die Form

w,(0, 2m) — wy(1, 2m) = P, [{F(2m) — 2F(m)} +

mi2
+ 2[%]{1«‘(%) — PRk —1) — F2m — 2k — 1) + F(2m — 2k)}J (97)

umordnen, wo [a] die grofite natiicliche Zahl bedeutet, die hochstens gleich @ ist. Hier entstehen die in geschweiften
Klammern stehenden Summanden von (97), wenn man in den Relationen (93) 7, = m, o« = 2k — 1, 8 = 2k setzt.

Demzufolge verschwindet der ganze Ausdruck (97).
Fragt man nun nach dem gleichzeitigen Verschwinden der Volumdehnung (88b) des zweiten festen Stabes

mit den diskreten Werten (96), also nach der Moglichkeit

wy(0, 2m) = P, P, [F(2m) + 23 (=1 F2m — 2k22)J =0, (98)
k=1
so verlangt diese zwundchst cinmal das Bestehen der Gleichheit
I, 1
= =1 W, 2= L . 9¢
Ay =14 bzw P (99)

Sie bedeutet Gleichheit der Stdbe in bezug auf die Durchlaufzeit der Schallwellen in ihnen. Dariiberhinaus aber hat
man die natiirlichen Zahlen m in (96) auf die geradzahligen

m = 2n , n=1,2,.. (100)

einzuschranken,
Erst unter den Bedingungen (99) und (100) zusammen 1a8t sich namlich (98) in die (97) analoge Formu

w,(0, 4n) = PP, [{F(4n) —2F(2n)} + 2["2/2]{ F(4k) — F(4k — 2) — F(dn — 4k + 2) + F (4n — 4k)}] (101)
k=1

umordnen. Dann entstehen auch hier die in den geschweiften Klammern stehenden Summanden von (101), wenn
man in den Relationen (93) 1y = 2n,« = 4k — 2, § = 4k setzt. Also verschwindet dann gleichfalls der ganze Aus-

druck (101). Damit ist fiir die diskreten Werte
T, = 4n , n=12, .. (102)

in der Tat das gleichzeitige Verschwinden der Volumdehnungen {88a, b) von beiden Staben gewihrleistet. Nun
sollte aber der wirkliche StoBzeitwert der unterst mégliche mit n = 1 sein und damit die StoBzeit

T, =4 (103)
betragen. Was diese StoBzeit (103) mit der Konsequenz der Spannungsfreiheit der Stibe zu diesem Augenblick
anbelangt, so wird dieses durch spannungsoptische Druckmessungen von ScHWIEGER [6] an Glasstdben experi-
mentell vollauf bestitigt.

Mit dem Stoflzeitwert (103) bestimmen sich die Konstanten B, nach (89) zahlenmiBig zu

B =1 By =4 N=2, (104)

2 ? 16 *

so dall nach (76) die Funktion F(g) zu
1
ro = (3- 4+ ) (105)
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festgelegt wird. In Verbindung mit (94) und (103) ergibt sich aus (80) der Normierungsfaktor der Stauchungs-

groflen zu
L 15
P — 106
0 ¢ .01(0) 16 ’ ( )

wenn man dabei die Festsetzung (81) beachtet. Damit ist alles festgelegt, um die in diesem StoBfall bewirkten
StoBgréBen numerisch angeben zu kdnnen.

6. Die Darstellung der Stofigréfien

Mit der Kenntnis des Normierungsfaktors (106) und der Funktion F(p) nach (105) kann nunmehr die Darstellung
der Stofligrofien im Stofifall eines freien gegen einen gleichen festen Stab gegeben werden.

a) Die resultierenden StoBgrofBen
Fiir die StoBkrifte erhidlt man in ihrer Zeitabhingigkeit aus (63) unter Beachtung von (72) die Darstellungen
0= (—y2aoI® _ CypagoBe(i- Y
Kyfe) = (1 2 60) s = (=) | o (1= |- (107)

Im Gegensatz zu diesen glockenformigen Stolkraftkurven ergeben die NEUMaNNschen StoBansitze die StoBkraft-
bestimmungen

Kij(r) = (_1)1‘;_1G1(0) {—H fir 0<7r<4.
1

Hiernach miiite die Kraft: auf die Stobflichen zu StoBbeginn unstetig mit diesem endlichen Wert einsetzen und
ihn iiber die ganze StoBzeit hin beibehalten. Folglich miiBten die StoBfldchen wihrend der StofBzeit unbeschleunigt

sein.
Mit (107) bestimmt sich die Zeitabhingigkeit des StoBimpulses vom freien ersten Stab nach (5) zu

F 3
W,(t) = G4(0) F(% — G,(0) [2 (TI) {1 +3 (1 — 71-) (3 — -23)}] | (108)

Das ergibt die in der Figur 1 gezeichnete Kurve. Sie zeigt monotones Wachsen vom Wert W,(0) = 0 iiber den
Wert W,(2) = G,(0) auf den Endwert W,(4) = 2G,(0).

20k 70 5,(Z)
G,(0)
s o !
| L
V/an 77 2z 30 40
T -
75| i
L L L i -7
77 20 37 40
7 — -
Tigur 1. Der StoSimpuls auf den freien ersten Stab Figur 2. Dic Bewegungsgroe vom freien ersten Stab

Mit (108) wieder erhilt man iiber die Kartesische Impulserhaltung (8) bzw. (82) die Bewegungsgréfie vom
_freien ersten Stab in ihrer Zeitabhidngigkeit zu

F(T) T T T 3 3
G, (1) = G,(0) {1 — m} = (,(0) {(1 — 5) {1 + 5(1 — Z) (1 + i + ig12)”. (109)

Das ergibt die in Figur 2 dargestellte Kurve. Sie zeigt in der Kompressionsphase 0 < 7 < 2 ein monotones Ab-
nehmen vom anfinglichen Wert G;(0) bis auf den Wert G1(2) = 0 und in der Restitutionsphase 2 < 7 < 4 ein ste-
tiges Anwachsen mit entgegengesetzter Grofle bis auf den Endwert G4(4) = — G4(0), so dal der freie Stab bei
StoBlende die anfingliche Bewegungsgrofle in entgegengesetzter Richtung hat.

Mit der Festlegung (108) erhilt man nach (27) als Wert fiir die Stofzahl

_Fw)
T ()

und damit die des vollkommen elastischen Stofies (30).
Aus (83) ergibt sich in Verbindung mit (67b) die Zeitabhéngigkeit der Reaktionskratt Z, zu

—1=2—1=1 (110)

Zy(t) = EyFows.0,(ly, t) = cl—lgl(o) % {(F'z — 1)+ F'(z — 3)} . (111)
1

44*
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Hieran zeigt sich, dafl die Reaktionskraft an der starren Wand erst nach der Durchlaufzeit der Schallwellen durch
den zweiten festen Stab auftritt. In Verbindung mit (107) und (111) erhdlt man aus (83) fiir den StoBimpuls auf
den festen zweiten Stab die Darstellung

Wy(t) = — G(0) E{F(z) — 2F(x — 1) — 2F(x — 3)} . (112)
Dag ergibt-die in der Figur 3 gezeichnete Kurve. Bis zum Zeitpunkt v = 1 gilt wie im Stoffall freier Stibe die Wech-
selseitigkeitsbedingung (6). Erst von v = 1 an beginnt sich der Stof8impuls von der starren Wand auf den zweiten
festen Stab auszuwirken. Das bedingt die Umkehr der StoBimpulskurve und ihr Anwachsen auf den Endwert
Wy(4) = 2G,(0).
Damit sind alle resultierenden StoBgrofen in ihrer Zeitabhingigkeit dargestells.

20r

75\ T

20 201

e c
"[;Wi){m(f[%m(z[)/ +47|/7(,) "‘f(f[)

a7

a5

/s

Figur 3. Der StoBimpuls auf den festen zweiten Stab Figur 4. Die Kompressionsverschiebungen der Querschnittsflichen ¢ = 0,0.25,0.5,
: 0.756 vom freien ersten und festen zweiten Stab

b) Die feldabhéngigen StoBgréBen

Statt einer aus (67a,b) leicht ableitbaren formelmaBigen Angabe sollen von den feldabhingigen StoBgrdBen
lediglich graphische Darstellungen angegeben werden.
In Figur 4 sind von den Flichen

£ =0, 0.25, 0.5, 0.75, 1 (113)

die Kompressionsverschiebungen im freien ersten Stab

~ oy (6D — wa(L,)

den entsprechenden im zweiten festen Stab

6
11”1 0) el )

in Abhidngigkeit vom Zeitparameter 7 gegenitbergestellt. Sie zeigen den erwarteten Verlauf mit zuniichst mono-
tonem Anstieg bis zu einem gewissen maximalen Wert und dann monotonen Abfall bis zum Endwert Null bei
StoBende. Zu bemerken ist, dafl die Kompressionsheanspruchung des freien ersten Stabes auf Grund der Aufteilung
des Gesamtimpulses auf die BewegungsgroBle und den StoBimpuls wesentlich kleiner-als die des festen zweiten
Stabes ist, bei dem der Gesamtinipuls mit dem StoBimpuls identisch ist.

In Figur 5 sind der auf dic Flachen (113) lastende Druck im freien und festen Stab mit der Ordinate

0:(£, 7)

01¢1%:,(0)
in Abhdngigkeit vom Zeitparameter v dargestellt. Dabei kennzeichnen die Kurven & = 0 den StoBkrattverlauf
an den StoBflichen. Die Kurve g,(1,7) entspricht der von der starren Wand auf den zweiten Stab ausgeiibten
Reaktionskraft (111) in ihrer Zeitabhéngigkeit. Zufolge der Spannungsverdopplung an der festgehaltenen Fliache
& = 1 iibersteigt ihr maximaler Wert den von der StoBfliche um das Doppelte. Die Druckkurven o,(&, 7) zeigen

den von SCHWIEGER spannungsoptisch aufgenommenen zeitlichen Verlauf.
In Figur 6 sind die Stauchungsgeschwindigkeiten fiir die Flichen (113) mit der Ordinate

(=1
5(0)
in Abhingigkeit vom Zeitparameter v gezeichnet. Die Teilchengeschwindigkeiten erfahren hiernach in Uberein-

stimmung mit den Beobachtungen von ScHWIEGER keine unstetigen Anderungen, wie das nach NEUMANN der Fall
sein sollte, sondern wachsen stetig vom Ruhezustand aus an.

wii€, 7)
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Figur 5. Die Druckspannungen an den Querschnittsflichen & = 0, 0.25, 0.5 0.75, 1 vom freien ersten und festen zweiten Stab

Figur 6. Die 8tauchungsgeschwindigkeiten der Querschnittsflichen § = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1 vom freien ersten und festen zweiten Stab
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Figur 7. Die Stauchungsbeschleunigungen der Querschnittsflichen ¢ = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1 vom freien ersten und festen zweiten Stab
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In Figur 7 sind die Stauchungsbeschleunigungen bzw. Verzerrungen fiir die Flichen (113) mit der Ordinate
(=1l
¢,v4(0)

in Abhingigkeit vom Zeitparameter v aufgetragen. Ihnen entnimmt man, dafl bei Stoflende die Beschleunigungen
jeder Querschnittsfliche wieder Null sind. Die Knicke in den Beschleunigungskurven haben ihren Grund darin,
daB entsprechend des Ansatzes fiir F(p) nach (76) bzw. (105) F'*’(g) fiir o = 0 eine unstetige Funktion ist.

Zusammenfassend stellt man damit fest: Wihrend sich die resultierenden StofgréBen bis auf die Reaktions-
kraft Z,(t) vom Beriibrungszeitpunkt ¢ = 0 an stetig zu dndern beginnen, tun das die Feldgrofen wie auch die
Reaktionskraft Z,(f) erst von den lagenabhéngigen Zeiten

wi;n(‘s: T)

T=£&>0 bzw. tzgli,
- 1
also erst von einer Zeit an, zu der die Stauchungsfront die betreffende Querschnittsfliche #; in den Stiben erreicht.
Damit ist der Stetigkeit aller Stofigrofien Rechnung getragen, eine Notwendigkeit, der bisher noch keine Stof-
theorie zu geniigen vermochte. Zum Schlufl dieser Arbeit soll das nicht unerwédhnt bleiben.

Die grundsiitzlichen Betrachtungen zum KérperstoBproblem griinden sich auf Erwigungen, wie sie KanT.
in seinen ,,Metaphysischen Anfangsgriinden der Naturwissenschaft* angestellt hat. Es kann hier aber nicht der Ort
sein, solchen Nachweis anzutreten. :
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